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Chapitre 1
Introduction
1.1 Organisation du document
L’habilitation a` diriger des recherches est re´gie par l’arreˆte´ du 23 novembre
1988, modifie´ par un arreˆte´ du 13 fe´vrier 1992. Pour plus de clarte´, le
ministe`re de l’e´ducation nationale a publie´ une circulaire le 27 octobre 1992
afin de pre´venir les mauvaises interpre´tations e´ventuelles des arreˆte´s. Il y
est notamment pre´cise´ que:
L’habilitation n’est pas une the`se. Il s’agit d’une proce´dure qui [...] doit
rester le´ge`re. [...] On ne saurait en particulier exiger du candidat [...] la
re´daction d’un ve´ritable me´moire ni d’une seconde the`se, apre`s celle du doc-
torat.
Bien que les textes officiels engagent les candidats a` se contenter d’une
synthe`se rapide suivie de publications, j’ai e´te´ encourage´ par mon entourage
a` aller plus loin. Cependant, ne voulant pas non plus m’engager sur la
re´daction d’une seconde the`se, j’ai de´libe´re´ment choisi de ne de´tailler qu’une
partie de mes travaux. Ainsi, le contexte technique et l’e´tat de l’art expose´s
dans le chapitre 4 ne portent que sur un des quatre volets de ma recherche.
Le chapitre 2 pre´sente de fac¸on synthe´tique l’ensemble des travaux
que j’ai accomplis depuis 1983, et mentionne brie`vement mes activite´s
pe´riphe´riques a` la recherche proprement dite, telles que l’organisation
d’e´ve`nements, l’obtention de contrats, ou les expertises scientifiques. La
vocation de ce chapitre n’est pas d’entrer dans des de´tails techniques, con-
trairement aux chapitres suivants; elle doit eˆtre accepte´e comme e´tant tre`s
partiale, puisque limite´e a` mes propres travaux.
Les chapitres 3 et 4 de´taillent un des quatre volets de l’activite´ pre´sente´e
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dans le chapitre 2, qui porte essentiellement sur l’usage des statistiques
d’ordre supe´rieur a` deux. Pour plus de clarte´ et dans un souci de comple´tude,
le premier de ces deux chapitres rassemble un certain nombre de re´sultats en
principe connus, mais pour la plupart disse´mine´s dans des ouvrages ou des
revues spe´cialise´s. Le second chapitre pre´sente en de´tail quelques contribu-
tions, en prenant cette fois en compte l’e´tat de l’art de fac¸on objective. Les
sections 4.1, 4.2, et 4.3 peuvent eˆtre vues comme trois projets de recherche,
du plus finalise´ au plus ambitieux.
Enfin, et puisque ceci est requis d’apre`s les arreˆte´s ministe´riels, le chapitre
5 est de´die´ a` la pre´sentation de projets de recherche futurs.
1.2 Pre´sentation succincte
Les activite´s que j’ai mene´es depuis une dizaine d’anne´es rele`vent essen-
tiellement du domaine du traitement du signal, mais aussi de l’analyse de
donne´es, et de l’analyse nume´rique. Ces activite´s peuvent eˆtre regroupe´es
dans quatre volets qui sont expose´s ci-apre`s de fac¸on succincte.
Le premier volet, intitule´ “Traitement d’antenne”, concerne les trans-
formations effectue´es sur les signaux issus d’antennes a` capteurs discrets,
utilise´es en acoustique Sonar et en Radar notamment. Une des taˆches a`
re´aliser est l’e´limination de bruit de fond, en faisant appel a` des ope´rateurs
line´aires, principalement des projecteurs. Ces ope´rateurs doivent eˆtre
adapte´s a` la taˆche a` effectuer mais aussi aux statistiques des signaux mesure´s
afin de re´duire les erreurs. La versatilite´ des espaces vectoriels que l’on peut
construire autour des signaux observe´s entraˆıne autant de projecteurs de na-
ture diffe´rente. Une autre taˆche majeure (qui rejoint la pre´ce´dente a` bien des
e´gards) est celle de la focalisation e´lectronique de l’antenne dans une direc-
tion donne´e, afin de re´duire l’influence des sources rayonnantes avoisinantes,
et notamment des brouilleurs.
Pour ces deux taˆches, il est tre`s utile de pouvoir acce´der aux perfor-
mances des traitements, meˆme de fac¸on approche´e, en termes de gain en
rapport signal a` bruit ou de re´solution angulaire, par exemple. Par ailleurs,
graˆce a` l’essor des calculateurs, le recours aux statistiques d’ordre e´leve´ est
maintenant possible et autorise l’utilisation d’ope´rateurs non line´aires.
Le deuxie`me volet concerne les Statistiques d’Ordre Eleve´ (SOE),
et en particulier l’e´tude du nouveau concept d’Analyse en Composantes
Inde´pendantes (ACI) que j’ai de´veloppe´ en 1990. L’ACI peut eˆtre conside´re´e
comme une alternative a` l’Analyse en Composantes Principales (ACP) en
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analyse de donne´es; ce concept a de nombreux avantages sur l’ACP dans un
certain nombre de cas de figure, que l’on rencontre en particulier en traite-
ment d’antenne. Toutefois, de se´rieux proble`mes d’une part the´oriques et
d’autre part algorithmiques restent encore incomple`tement re´solus.
J’ai montre´ notamment que l’ACI ne peut eˆtre de´finie que relativement
a` la maximisation d’un crite`re de contraste, et que tous les contrastes ne
sont pas e´quivalents. Certains contrastes jouent cependant un roˆle privile´gie´.
L’analyse des contrastes rele`ve de la the´orie de l’information. L’ACI est aussi
utile dans les proble`mes de de´convolution ou d’identification multivariables.
En outre l’ACI soule`ve des proble`mes plus ge´ne´raux sur les de´compositions
tensorielles (factorisation, diagonalisation).
Le troisie`me volet comprend l’e´tude d’algorithmes nume´riques. Ces al-
gorithmes peuvent eˆtre de type “en ligne”, c’est a` dire traiter les donne´es en
temps re´el et mettre a` jour une solution re´cursivement (le terme “adaptatif”
semble ambigu dans ce contexte), soit de type “hors ligne” et traiter les
donne´es en temps diffe´re´. Conside´rons l’espace des matrices dont les dimen-
sions sont de l’ordre de N . On sait qu’un certain nombre de de´compositions
de matrices ne´cessitent de l’ordre de N3 ope´rations; c’est le cas notamment
de la factorisation QR et du calcul des e´le´ments propres. Toutefois, cette
e´valuation de complexite´ n’est valable qu’en re´gime hors ligne. En re´gime
en ligne, la complexite´ peut eˆtre diminue´e d’un ordre de grandeur.
De meˆme, si la matrice conside´re´e posse`de une structure exploitable,
telle que To¨plitz, Hankel, ou produit de To¨plitz, qui sont des structures
rencontre´es couramment en traitement du signal, la complexite´ hors ligne
peut eˆtre e´galement conside´rablement re´duite, au prix parfois d’une perte
de stabilite´ de l’algorithme. De plus, les algorithmes rapides existants tels
que celui commune´ment appele´ algorithme de Schur, ne permettent pas
re´soudre au sens des moindres carre´s les syste`mes line´aires structure´s sin-
guliers. Une qualite´ importante des algorithmes nume´riques est aussi leur
stabilite´ nume´rique apparente, fonction a` la fois du conditionnement des
proble`mes, et de l’arithme´tique (ne´cessairement finie) des machines.
D’autre part j’ai e´voque´ au paragraphe pre´ce´dent les proble`mes algo-
rithmiques rencontre´s avec la mise au point de l’ACI. Cette de´composition
demande en effet de l’ordre de N4 a` N6 ope´rations, suivant la fac¸on dont
on proce`de, cette complexite´ e´tant e´videmment a` mettre en paralle`le avec
les O(N3) ope´rations requises pour le calcul de l’ACP. Le couˆt e´leve´ de
cette de´composition rend encore plus attrayantes les solutions rapides et
paralle´lisables.
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Le quatrie`me et dernier volet est intitule´ “Apprentissage supervise´”. En
traitement du signal, les proble`mes de de´tection ou d’estimation sont traite´s
habituellement avec l’aide d’un mode`le probabiliste. Le cas le plus simple
est celui de l’estimation d’un signal noye´ dans un bruit, ou` l’on suppose
que le bruit est gaussien. Dans la pratique, l’hypothe`se du bruit gaussien
additif est parfois beaucoup trop simpliste. On ne peut pourtant recourir
a` des mode`les plus performants que si les connaissances a priori que l’on a
du phe´nome`ne physique le permettent. Or cela ne repre´sente peut eˆtre que
la moitie´ des situations rencontre´es. C’est une des raisons pour lesquelles
les re´seaux de neurones ont fait l’objet de tant d’engouement ces dernie`res
anne´es.
Mon enthousiasme sera plus re´serve´, pour la simple raison que ces nou-
velles techniques ne semblent pas toujours apporter de solutions meilleures
que celles que fournissent les approches plus classiques qui, contrairement
a` ce qui est souvent clame´, peuvent fort bien traiter ce genre de proble`me.
Le contexte des re´seaux de neurones est celui de l’apprentissage d’un traite-
ment de fac¸on “supervise´e”, c’est a` dire a` l’aide d’un ensemble d’exemples
contenant des couples (entre´e, sortie de´sire´e). J’ai montre´ qu’il est aussi
possible d’e´laborer des solutions classiques dans un tel contexte, et que ces
dernie`res peuvent eˆtre moins couˆteuses. En outre, les performances sont
plus facilement pre´dictibles, et on peut s’attendre a` ce qu’elles soient plutoˆt
meilleures.
Ces quatre volets vont eˆtre maintenant de´veloppe´s et commente´s dans le
chapitre qui suit. Ceci sera notamment l’occasion d’introduire les publica-
tions parues dans la litte´rature ouverte.
Chapitre 2
Pre´sentation des travaux
Dans ce chapitre, on propose un expose´ des principales publications, e´taye´
de courts commentaires techniques de quelques lignes. Les publications
sont regroupe´es par type (articles en langue anglaise, franc¸aise, actes de
confe´rences...), comme il de coutume de le faire, et classe´es par ordre
chronologique au sein de chaque type (cf chapitre 6). Je reprends succes-
sivement dans ce chapitre les quatre volets annonce´s en introduction.
2.1 Traitement d’antenne
Une fac¸on d’e´liminer le bruit dans une mesure est de placer des capteurs
supple´mentaires ne mesurant que des bruits. Les signaux ainsi mesure´s sont
souvent appele´s “re´fe´rences de bruit seul”. Imaginons par exemple que nous
voulions enregistrer une conversation dans une voiture. En plus du micro-
phone situe´ dans l’habitacle, nous pouvons placer des microphones ou des
acce´le´rome`tres en diffe´rents points strate´giques du moteur ou du chaˆssis.
Par re´gression, il est possible d’estimer le bruit perturbant l’enregistrement
et de le soustraire a` ce dernier. Pour cette raison, ce proce´de´ exploitant
des re´fe´rences de bruit seul est souvent de´signe´ par “soustraction de bruit”.
Evidemment, un tel proce´de´ est d’autant plus performant que les re´fe´rences
de bruit sont corre´le´es avec le bruit perturbant le signal utile.
J’ai montre´ dans [11] [15] [59] que le rapport signal a` bruit peut se
de´grader si la re´gression n’est pas calcule´e avec suffisamment de pre´cision.
Dans ces travaux, j’ai propose´ un crite`re de performance quantitatif pouvant
assurer un gain positif. Graˆce a` ce crite`re, un filtre “robuste” toujours per-
formant peut eˆtre construit. Sans entrer dans les de´tails, le re´sultat peut se
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re´sumer ainsi: plus la cohe´rence entre le bruit perturbateur et les re´fe´rences
est faible, plus les observations devront eˆtre longues. Dans [10], nous avons
montre´ que la meˆme technique peut eˆtre utilise´e pour identifier l’ordre de
filtres a` re´ponse impulsionnelle finie. Dans [19], j’ai repris de fac¸on plus
didactique et plus succincte la technique d’e´valuation des re´sidus dans les
proble`mes de re´gression line´aire.
En l’absence de re´fe´rences de bruit, un autre recours est de multiplier
les mesures du signal pollue´. Par focalisation e´lectronique, on peut en-
suite construire un re´cepteur plus directionnel et re´duire ainsi la pre´sence
du bruit dans la mesure. Parmi les me´thodes de focalisation connues, citons
la me´thode de Capon maximisant le rapport signal a` bruit, et les me´thodes
Haute-Re´solution (HR). Dans [57], nous re´visons la pre´sentation usuelle du
filtre spatial de Capon, alors que dans [55] je me penche sur les performances
de la me´thode HR la plus re´pandue, base´e sur l’Analyse en Composantes
Principales (ACP).
Avant de terminer cette section, on peut mentionner quelques travaux
un peu plus ge´ne´raux pouvant aussi eˆtre utilise´s en traitement d’antenne. Le
premier [23] souligne de fac¸on didactique les diffe´rences e´le´mentaires souvent
ignore´es entre la the´orie de l’estimation de parame`tres re´els, et complexes.
Quelques exemples sont donne´s, notamment lorsque le bruit suit une loi
complexe circulaire. De nouvelles de´finitions de la notion de circularite´ sont
introduites dans [17].
Dans [61], on avait pre´sente´ diffe´rentes techniques d’extrapolation de
signaux lorsque les mesures sont interrompues (pannes d’enregistrement par
exemple). Dans [5], un nouvel algorithme d’identification de filtres a` Re´ponse
Impulsionnelle Finie (RIF) a` phase non minimale est propose´, base´ sur des
statistiques d’ordre supe´rieur a` deux. Pour des donne´es de courte dure´e,
cet algorithme ame´liore conside´rablement les autres approches re´cemment
propose´es dans la litte´rature.
J’ai propose´ re´cemment un sujet de recherche spe´cifiquement axe´ sur
l’estimation de temps de retard, proble`me qui apparait fre´quemment dans
le domaine du sonar, sous des formes plus ou moins complexes. L’ide´e de
de´part e´tait de recourir aux SOE [66] [21]. Deux pistes avaient e´te´ propose´es
dans [21]. La premie`re, base´e sur une approche bande e´troite, n’avait pas e´te´
recommande´e en raison de la difficulte´ que repre´sente la fusion des bandes
en pre´sence de bruit. La seconde consistait en l’identification d’un mode`le
MA ou ARMA monique suivie d’une ACI. Graˆce a` l’obtention d’une bourse
CNRS cofinance´e par Thomson, nous avons pu concre´tiser cette ide´e. Une
premie`re approche de type spectral [32] a e´te´ nantie d’une proce´dure de
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retour dans le domaine temps permettant une vraie inte´gration large bande
[31]. Une pre´sentation plus e´le´gante est donne´e dans [26]. Nous avons aussi
de´veloppe´ l’autre approche consistant a` identifier dans un premier temps un
mode`le line´aire multivariable, puis a` remonter dans un second temps aux
retards par interpolation [27].
Je participe (modestement) a` la re´daction d’un ouvrage de synthe`se sur
le traitement d’antenne [62], sous l’impulsion de Laurent Kopp.
2.2 Statistiques d’Ordre Eleve´ (SOE)
Le concept d’ACI a e´te´ initialement sugge´re´ par C.Jutten vers 1987, et je l’ai
de´fini de fac¸on pre´cise en 1989. L’algorithme propose´ a` l’origine par C.Jutten
e´tait pre´sente´ de fac¸on heuristique, et utilisait des cellules de calcul neuro-
mime´tiques. J’ai dans un premier temps analyse´ le fonctionnement de cette
technique [51] [6], ce qui a re´ve´le´ sa sous-optimalite´. Un autre algorithme a
e´te´ propose´ par ailleurs dans [48] [50], et brevete´ [73]. Dans [50], une version
adaptative (en ligne) peu couˆteuse e´tait de´crite. A ce stade, il s’agissait de
se´parer des signaux inconnus line´airement me´lange´s par une transformation
instantane´e.
Ces travaux ont de´montre´ la ge´ne´ralite´ du proble`me et motive´ la
de´finition du concept d’ACI, que j’ai d’abord propose´ dans [21] et [43]. Cette
de´finition permet de s’affranchir du mode`le d’observation line´aire avec bruit
gaussien, sous-jacent dans toutes les autres approches connues abordant le
proble`me de la se´paration aveugle de signaux. Ceci a e´te´ rendu possible
graˆce a` l’introduction d’une fonctionnelle de “contraste”. Les re´sultats ex-
pose´s dans [43] sont de´veloppe´s plus en de´tail et de fac¸on plus comple`te dans
[2]. La complexite´ du calcul de l’ACI, compare´e pour diverses approches, a
e´te´ aborde´e dans [45] et [47].
L’ACI est directement applicable aux me´thodes HR en traitement
d’antenne, ainsi que dans bien d’autres domaines: c’est une de´composition
pouvant prendre la place de l’ACP. J’ai esquisse´ quelques applications dans
[21] et [46], notamment la de´tection et la localisation de sources rayon-
nantes, la compression de donne´es, et la classification. On peut notamment
de´finir le concept d’Analyse en Sous-espaces Inde´pendants (ASI) [29], qui
sera repris en section 2.4. Ce dernier permet de re´duire le nombre minimal
d’e´chantillons en dimension d > 1, ne´cessaire pour estimer une densite´ de
probabilite´ avec une pre´cision donne´e.
L’ACI peut aussi eˆtre mise a` profit dans les proble`mes de de´convolution
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[2] [43] et d’identification aveugles multivariables [49] [5]. Ces utilisations
de l’ACI conjointement a` d’autres techniques d’identification permettent de
mettre en œuvre la se´paration aveugle de signaux large-bande line´airement
me´lange´s par une transformation convolutive a` phase non minimale (cf. sec-
tion pre´ce´dente). Une application prometteuse est celle de l’ame´lioration du
controˆle ae´rien dans les ae´roports civils, notamment celui d’Orly [3].
En essayant d’utiliser les SOE pour mettre en œuvre des algorithmes de
localisation haute-re´solution, nous avons e´te´ confronte´s a l’observation suiv-
ante: les variables ale´atoires spectrales traite´es ne posse´daient pas toujours
la proprie´te´ dite de circularite´. Cette constatation a e´te´ pre´sente´e assez
formellement dans [17]. Mais d’autres travaux ont explore´ re´cemment ce
domaine plus en profondeur [176]. En coope´ration avec J.L.Lacoume, on
tentera dans l’ouvrage en pre´paration [63] de donner un aperc¸u synthe´tique
de l’ensemble de ces proprie´te´s.
Un autre sujet a attire´ mon attention ces dernie`res anne´es, a` force de
pratiquer l’usage des SOE. En effet, il est clair qu’il est des domaines plus
fertiles pour les SOE (comme les te´le´communications) que d’autres (comme
le sonar). La question qu’on aimerait se poser avant de lancer une e´tude de
performances d’un algorithme sur une base de donne´es re´elle est de savoir
si les donne´es s’e´cartent suffisamment du caracte`re gaussien pour qu’il y ait
un espoir de faire mieux que les techniques classiques d’ordre deux. Or, la
quasi-totalite´ des tests de gaussianite´ supposent que les signaux a` tester sont
blancs. En outre, peu nombreuses, les techniques restantes demeurent tre`s
gourmandes en calculs, et exigent des dure´es d’inte´gration importantes, ce
qui peut eˆtre incompatible avec la dure´e de stationnarite´ des phe´nome`nes
observe´s. C’est pourquoi j’ai de´veloppe´ un test original, qui reste valable
quand on s’e´carte de l’hypothe`se de blancheur (dans la pratique, les spectres
des signaux doivent eˆtre continus et a` large support). Les re´sultats semblent
pour l’instant encourageants [30].
Enfin, les cumulants (ou les moments) de variables ale´atoires vectorielles
peuvent eˆtre vus comme des tenseurs syme´triques. Avec cette vision sub-
jective, un proble`me tel que l’ACI devient un proble`me de diagonalisation
tensorielle [35]. Or, s’il y a apparemment tre`s peu d’ouvrages connus sur
les de´compositions en alge`bre multiline´aire, de nombreux travaux ont vu le
jour depuis le de´but du sie`cle sur les polynoˆmes homoge`nes (Gauss, Cayley,
Noether, Dieudonne´...). C’est alors en remarquant qu’on peut associer bi-
jectivement tout tenseur syme´trique a` un polynoˆme homoge`ne, qu’on peut
transposer de nouveau le proble`me [34]. Avec cette approche, au lieu de
chercher a` diagonaliser approximativement un tenseur syme´trique [36], on
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s’aperc¸oit que l’on peut le diagonaliser exactement, mais en ge´ne´ral de
plusieurs manie`res [24].
2.3 Algorithmes nume´riques
J’ai explique´ dans l’introduction de ce document, ainsi que dans la premie`re
section de ce chapitre, le roˆle que joue l’ACP en traitement d’antenne,
et plus ge´ne´ralement en traitement du signal. Le calcul des e´le´ments
propres a e´te´ longtemps conside´re´ comme prohibitif en raison de son
couˆt e´leve´, i.e, de l’ordre de N3 ope´rations pour une matrice syme´trique
N × N . Toutefois, cette complexite´ peut eˆtre conside´rablement de´crue
lorsque cette de´composition doit eˆtre calcule´e en ligne, ou lorsqu’un pe-
tit nombre d’espaces propres dominants sont requis [55] [54] [53] [52]. De
plus, ces solutions n’interdisent pas d’implantation paralle`le pour autant
[12]. L’article [7] re´capitule les re´sultats que j’ai obtenus et pre´sente une
e´tude comparative de divers algorithmes adaptatifs existants.
Dans le contexte de l’ACI, nous avons sugge´re´ la meˆme famille
d’algorithmes dans [45] pour calculer les matrices propres de l’ope´rateur
quadricovariance, afin de re´duire la complexite´.
En re´gime non stationnaire (localement stationnaire), le calcul de la
re´gression line´aire dans le domaine spectral (pour la soustraction de bruit
par exemple) ne´cessite la re´solution d’une suite de syste`mes line´aires voisins
les uns des autres. Lorsque ces syste`mes sont pleins, nous avons propose´
un certain nombre de solutions [13] [9]. En revanche, en re´gime hors ligne,
on peut e´galement utiliser une des architectures paralle`les maintenant bien
connues [8] [14] [22].
En re´gime stationnaire (ou presque stationnaire au sens des rangs de
de´placements), le calcul de la re´gression line´aire requiert la re´solution de
syste`mes structure´s (To¨plitz par exemple). Les algorithmes a` notre dispo-
sition sont principalement issus de ceux qui sont maintenant connus sous le
nom de Levinson et de Schur. Malheureusement, ces derniers ne fonction-
nent efficacement que sur des classes de syste`mes fortement re´guliers. Pour
cette raison, il est important de savoir e´valuer la stabilite´ de ces algorithmes
en fonction du conditionnement des syste`mes. Dans [4] [41], nous avons
montre´ que meˆme les syste`mes structure´s singuliers devraient pouvoir eˆtre
re´solus rapidement au sens des moindres carre´s, car une forme de structure
est pre´serve´e dans le calcul de la pseudo-inverse. D’autres travaux sont en
cours sur ce sujet [1].
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Mais la rapidite´ n’est pas le seul crite`re a` prendre en compte dans la
mise au point d’un algorithme. La robustesse nume´rique est au moins aussi
importante. Il se trouve pre´cise´ment qu’en ge´ne´ral plus les algorithmes sont
rapides, plus ils sont nume´riquement instables. Nous examinons dans [16] la
stabilite´ nume´rique de l’algorithme de Levinson, un des algorithmes les plus
utilise´s pour la re´solution des syste`mes To¨plitz. Ces travaux me´riteraient
d’eˆtre poursuivis e´galement pour l’algorithme de Schur, et les algorithmes
correspondants adapte´s aux syste`mes To¨plitz par blocs.
2.4 Apprentissage supervise´
Comme je l’ai pre´cise´ en introduction, l’apprentissage supervise´ consiste a`
identifier une relation entre deux ensembles de variables, E et F , a` partir
d’exemples {x(n) ∈ E , y(n) ∈ F , 1 ≤ n ≤ N} en nombre fini. Conside´rons
le cas d’une application de E dans F . Il est souvent clame´ par une partie
de la communaute´ que les re´seaux de neurones sont parfaitement adapte´s a`
ce genre de proble`me, puisque c’est e´galement de cette fac¸on qu’un enfant
apprend, supervise´ par ses parents. Sans re´futer cette affirmation, je ne
pense pas que les techniques classiques soient incapables d’aborder ce genre
de proble`me. J’ai montre´ dans [20] comment les proble`mes de classification
(ou` le cardinal de F est fini) pouvaient fort bien eˆtre re´solus par l’approche
bayesienne.
J’ai sugge´re´ e´galement une me´thode permettant d’identifier des applica-
tions plus ge´ne´rales [72]. Cette me´thode peut aussi eˆtre utilise´e pour identi-
fier des relations multivoques entre ensembles. Pour devancer les critiques,
l’implantation de l’apprentissage sur un re´seau de cellules est e´galement pos-
sible dans l’approche propose´e [18]. Il convient donc de comparer cette ap-
proche “classique” et l’approche “neuronale”. C’est ce que j’ai tente´ de faire
dans [18], en me limitant au re´seau de neurones le plus re´pandu, le “Percep-
tron MultiCouche” (PMC). J’ai analyse´ en de´tail ses de´fauts et ses qualite´s.
Ma conclusion penche en faveur de mon approche, pour essentiellement
deux raisons. La premie`re est qu’il est difficile de pre´dire les performances du
PMC sans faire appel a` une interpre´tation probabiliste, ce qu’il est malgre´
tout possible de faire lorsque la taille du re´seau PMC et le nombre d’exemples
tendent tous deux vers l’infini [44] [37] [25]. Cette analyse montre aussi au
passage que les performances du PMC sont toujours moins bonnes que la
solution bayesienne. La seconde raison est que l’apprentissage du PMC est
tre`s lent: le temps requis pour atteindre une pre´cision donne´e ǫ, n’est pas
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fonction polynomiale de ǫ, meˆme dans le cas tre`s favorable ou` le proble`me
est convexe [18]. Dans le jargon de la the´orie de l’apprentissage, on dirait
que l’apprentissage du PMC est NP (Non Polynomial). On peut se re´fe´rer a`
[126] pour une introduction acceptable aux re´seaux de neurones, et a` [125]
pour une pre´sentation moderne du point de vue traitement du signal.
Cependant, l’estimation des densite´s de probabilite´ soule`ve des proble`mes
d’ordre pratique [33]. En effet, les re´sultats connus sont essentiellement
de nature asymptotique [29]; malgre´ les nombreux travaux mene´s par les
statisticiens, que je mentionne dans [29], le choix de certains parame`tres est
encore laisse´ sous le controˆle de l’intuition, faute de mieux. Par exemple,
dans les estimateurs a` noyau fixe, on sait que le facteur largeur doit eˆtre
de l’ordre de N−1/d+4, si d est la dimesion de l’espace, et N le nombre
d’exemples. Mais le coefficient de proportionnalite´ est difficile a` de´terminer,
car il de´pend du Laplacien de la densite´ cherche´e.
Un autre obstacle pratique a` l’utilisation des estimateurs a` noyau est
leur grande exigeance en place me´moire pour de grands e´chantillons. Nous
avons propose´ dans [28] une approche tirant parti d’un groupement au-
tomatique pre´alable. L’ide´e est que, dans certains proble`mes, le temps
d’apprentissage ne compte pas, mais l’optimalite´ de l’exploitation de la
me´moire est d’importance. Par exemple, un constructeur de jouets, de´sirant
mettre au point une carte de reconnaissance de la parole bon marche´, im-
posera des contraintes de me´moire importantes en mode ope´rationnel, mais
ne tiendra pas compte du fait que l’apprentissage prend 40mn sur un PC,
ou 3 jours sur une station UNIX, si cet apprentissage se fait une fois pour
toute en usine.
Enfin, le dernier proble`me auquel je me suis interesse´ dans ce domaine
est celui de la taille minimale de la base de donne´es. Pour estimer une
densite´ en dimension d, il est clair qu’il faudra un nombre d’exemples fonction
exponentielle de d. Certains auteurs ont donne´ des indications pratiques dans
ce sens. Notamment, il est raisonnable d’admettre que le nombre minimal
d’exemples Nmin en dimension d est donne´ par log10Nmin = 0.6 (d − 14 ).
Evidemment, cette re`gle est valable si aucune mode`le parame´trique ne de´sire
eˆtre utilise´. De plus cette re`gle est une condition suffisante, permettant
d’obtenir une estimation de variance relative acceptable. Elle peut ne pas
eˆtre ne´cessaire, en particulier si les donne´es s’ave`rent eˆtre concentre´es autour
d’une varie´te´ de dimension infe´rieure a` d. Le proble`me est que ceci n’est pas
connu a` l’avance, dans la quasi-totalite´ des cas.
Or il arrive fre´quemment qu’on ait a` construire un classifieur en dimen-
sion trop e´leve´e par rapport a` la borne pre´ce´dente (exemple: d = 10 ⇒
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N = 708000). L’ide´e propose´e dans [2] [29] lorsqu’on est confronte´ a` ce
proble`me est la suivante. On cherche un changement de base (inversible,
mais non orthogonal) de fac¸on a` ce que la variable ale´atoire z de dimension
d puisse se de´composer en deux variables ale´atoires x et y approximativement
inde´pendantes de dimension plus faibles dans le nouveau syste`me:
pz(Au) ≈ px(u1) py(u2).
Cette de´composition a e´te´ baptise´e Analyse en Sous-espaces Inde´pendants
(ASI), par analogie a` l’ACI de´crite plus haut, et fera l’objet de coope´rations
avec d’autres laboratoires franc¸ais et e´trangers.
2.5 Autres travaux
Expe´rience industrielle Le poste que j’occupe depuis plus de sept ans a`
Thomson requiert avant tout l’obtention de contrats de recherche. En effet,
la pe´rennite´ de l’activite´ de “recherche amont” n’est assure´e qu’a` ce prix,
les autres activite´s de la socie´te´ e´tant conditionne´es par leur rentabilite´ a`
court terme. En outre, la conjoncture e´conomique ne fait qu’exacerber ces
contraintes.
La circulaire ministe´rielle du 27 octobre 1992 demande que soient men-
tionne´es dans le document d’habilitation les obtentions de contrats de
recherche. Il est difficile pour certains universitaires d’imaginer le couˆt que
repre´sente une e´tude dans l’environement de travail qui est celui d’une grande
entreprise comme Thomson. En sept ans, j’ai de´marche´ une dizaine de con-
trats pour un budget total de l’ordre de 8 millions de francs hors taxes (les
financements internes ne sont pas inclus dans ces chiffres). Un tel budget
est conside´re´ comme mode´re´ dans l’industrie.
Par ailleurs, j’ai eu l’honneur de rentrer au colle`ge scientifique de Thom-
son S.A. en 1992.
Vie universitaire Sur le plan universitaire, j’ai encadre´ une the`se sur
le the`me des algorithmes rapides pour les syste`mes structure´s, qui a e´te´
soutenue en septembre 1993 (E. Kazamarande), et en encadre une autre
actuellement sur le the`me de l’estimation de temps de retards diffe´rentiels
(B. Emile). Il n’est malheureusement pas envisageable d’encadrer plus d’un
e´tudiant a` la fois tout en conservant comme emploi principal la fonction qui
est la mienne a` Thomson-Sintra.
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J’ai e´galement participe´ au jury de 12 the`ses, la plupart du temps en
tant que rapporteur.
Enseignement De septembre 1981 a` juin 1982, j’ai assure´ pendant une
anne´e scolaire des travaux dirige´s d’alge`bre e´le´mentaire, tourne´e vers les ap-
plications en e´lectricite´. Entre octobre 1982 a` mars 1984, j’ai e´te´ responsable
pendant deux anne´es conse´cutives de travaux dirige´s a` l’INPG, sur la the´orie
des distributions et leur application dans le monde de l’inge´nieur. Entre oc-
tobre 1989 et mars 1993, j’ai assure´ la dispense d’un petit cours-TD a` l’ESSI
sur la the´orie de la de´tection et le traitement du signal Sonar. A partir de
la rentre´e 1995, je serai charge´ d’un cours de DEA.
Organisation d’e´ve`nements J’ai e´te´ convie´ a` participer a` l’organisation
du “Workshop on High-Order Statistics” qui s’est tenu a` Chamrousse en
juillet 1991. J’ai co-organise´ les confe´rences IEEE sur les statistiques d’ordre
e´leve´ en juin 1993 a` Lake Tahoe, Californie, et en juin 1995 a` Begur, Espagne.
J’ai e´galement organise´ une session spe´ciale d’une journe´e a` la confe´rence
SPIE a` San Diego en juillet 1994.
J’ai e´te´ l’instigateur du working group “ATHOS”, action Esprit BRA
notifie´e en juillet 1992. Ce consortium a permis de fe´de´rer certains efforts
du GDR-TDSI au dela` des frontie`res de l’hexagone, dans le domaine des
statistiques d’ordre e´leve´.
Expertises J’expertise tre`s re´gulie`rement des articles soumis a` des revues
scientifiques telles que: IEEE Transactions on Signal Processing, la revue
europe´enne Signal Processing, ou la revue franc¸aise Traitement du Signal.
A titre plus occasionnel, j’expertise aussi des articles pour les revues IEEE
Transactions on Information Theory, IEEE Transactions on Circuits and
Systems, Neural Computation, ou SIAM Journal on Matrix Analysis.
Ces analyses repre´sentent un volume de travail non ne´gligeable dans
l’activite´ de recherche, surtout si elles sont nombreuses (au moins douze
par an). A titre occasionnel, j’ai e´te´ e´galement convie´ a` donner des avis
scientifiques sur des soumissions de projets a` la CEE (Esprit BRA, Esprit
LTR). Par ailleurs, je suis amene´ de temps a` autre a` expertiser des soumis-
sions pour des confe´rences que je n’ai pas co-organise´es (notamment pour
Eusipco92, Gretsi93, Eusipco94, et Gretsi95).
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Invitations Outre quelques invitations a` des se´minaires prive´s en France
(e.g. se´minaire annuel du Campus Thomson en mars 1990 et avril 95) ou
a` l’e´tranger (e.g. se´minaires EPFL a` Lausanne en mai 1991 et novembre
1994), j’ai e´te´ invite´ a` pre´senter mes travaux a` plusieurs reprises, notam-
ment a` la confe´rence SPIE qui s’est tenue a` San Diego en juillet 1990,
au congre`s WHOS de Chamrousse en juillet 1991, et plus re´cemment a` la
confe´rence ESANN en avril 1995 a` Bruxelles. J’ai e´te´ invite´ pendant 1 mois
par l’IMA (Institute for Mathematics and its Applications) a` Minneapolis
pour le se´minaire “Linear algebra for signal processing” en avril 1992. J’ai
aussi quelquefois participe´ a` des “sessions invite´es” de confe´rences interna-
tionales.
Chapitre 3
Introduction aux SOE
Les Statistiques d’Ordre Eleve´ (SOE), autrement dit, les moments et cumu-
lants d’ordre supe´rieur a` 2, sont utilise´es essentiellement en comple´ment aux
statistiques d’ordre 2, afin de permettre la re´solution de proble`mes reste´s
insolubles jusqu’alors. L’identification de mode`les MA multivariables fait
partie de ces proble`mes [194]. En outre, les SOE ont e´te´ ensuite (et plus
re´cemment) exploite´es pour ame´liorer les solutions (conditionnement, iden-
tifiabilite´..) de´ja` apporte´es par les techniques classiques.
Ce chapitre est surtout destine´ au ne´ophyte. Son but est de donner
les de´finitions et proprie´te´s ne´cessaires a` l’introduction et a` l’estimation des
SOE.
3.1 Variables ale´atoires re´elles scalaires
Soit X une variable ale´atoire a` valeurs dans IR (le cas de variables complexes
sera aborde´ plus loin dans la section 3.3). On notera Fx(u) sa fonction de
re´partition et on supposera ge´ne´ralement que X admet une densite´ de prob-
abilite´ px(u). Autrement dit, nous aurons dFx(u) = px(u) du. Rappelons
que px(u) est positive et a pour somme l’unite´. Si Fx(u) est une fonction en
escalier, elle n’admet pas de densite´ (la densite´ n’existe qu’au sens des distri-
butions). Les moments ge´ne´ralise´s de X sont de´finis pour toute application
re´elle g par:
E{g(X)} =
∫ +∞
−∞
g(u) px(u) du. (3.1)
Dans la pratique, on utilise surtout des fonctions polynoˆmiales g(u), con-
duisant aux moments “classiques” d’ordre n, tels que la moyenne ou la vari-
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ance de X, mais e´galement des fonctions exponentielles. C’est ainsi que l’on
associe “des fonctions caracte´ristiques” aux variables ale´atoires.
La premie`re fonction caracte´ristique de X est:
Φx(v) = E{ evX }, (3.2)
ou`  de´signe la racine de −1. La fonction caracte´ristique Φ(v) est toujours
continue et vaut 1 a` l’origine. Elle est donc non nulle dans un voisinage de
l’origine, sur lequel on pourra de´finir son logarithme ne´perien:
Ψx(v) = log(Φx(v) ). (3.3)
Cette nouvelle fonction est commune´ment appele´e seconde fonction ca-
racte´ristique. Lorsque X admet une densite´, px(u), on peut remarquer que
Φx(v) n’est autre que sa transforme´e de Fourier:
Φx(v) =
∫ +∞
−∞
evz px(z) dz. (3.4)
Dans ce cas, on retrouve la densite´ a` partir de la premie`re fonction cara-
cte´ristique par transforme´e de Fourier inverse:
px(z) =
∫ +∞
−∞
e−vz Φx(v) dv. (3.5)
Notons µ′(r){X} les moments d’ordre r de X, lorsqu’ils existent:
µ′(r){X} = E{Xr }, (3.6)
et µ(r){X} ses moments centre´s:
µ(r){X} = E{ (X − µ′1 )r }, (3.7)
Les fonctions caracte´ristiques de´crivent comple`tement la variable ale´atoire
a` laquelle elles sont associe´es. En particulier, ses moments peuvent eˆtre
obtenus a` partir des de´rive´es successives de Φx(v) a` l’origine:
µ′(r){X} = (−)r
drΦx(v)
dvr
∣∣∣∣
v=0
. (3.8)
Les de´rive´es de la seconde fonction caracte´ristique prises a` l’origine donnent
les cumulants:
C(r){X} = (−)r
drΨx(v)
dvr
∣∣∣∣
v=0
. (3.9)
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On montre [136] que les cumulants d’ordre n peuvent eˆtre calcule´s a`
partir des moments d’ordre infe´rieur ou e´gal a` n:
C(1){X} = µ′(1), (3.10)
C(2){X} = µ(2) = µ′(2) − µ′2(1), (3.11)
C(3){X} = µ(3) = µ′(3) − 3µ′(1) µ′(2) + 2µ′3(1), (3.12)
C(4){X} = µ′(4) − 4µ′(3) µ′(1) − 3µ′2(2) + 12µ′(2) µ′2(1) − 6µ′4(1) (3.13)
Dans le cas de variables centre´es (µ′1 = 0), les expressions se simplifient:
C(1){X} = 0, (3.14)
C(2){X} = E{X2}, (3.15)
C(3){X} = E{X3}, (3.16)
C(4){X} = E{X4} − 3E{X2}2. (3.17)
La relation (3.9) montre que les cumulants sont les coefficients du
de´veloppement en se´rie de Taylor de la seconde fonction caracte´ristique.
Lorsque la variable X est gaussienne, sa seconde fonction caracte´ristique est
Ψx(v) = µ
′
(1) v −
1
2
µ(2) v
2, (3.18)
ce qui montre que ses cumulants d’ordre supe´rieur a` 2 sont tous nuls. In-
versement cette proprie´te´ caracte´rise la loi gaussienne [134]. On peut donc
en de´duire que les variables gaussiennes sont entie`rement de´crites par leurs
proprie´te´s au second ordre. Ceci explique pourquoi les chercheurs en traite-
ment du signal se sont longtemps limite´s au second ordre. En “invoquant”
le the´ore`me de la limite centrale, on peut penser que la plupart des signaux
ont tendance a` eˆtre gaussiens, mais ce point de vue est errone´. Nous aurons
l’occasion d’y revenir.
La variance de X, C(2){X} caracte´rise la puissance de X. Les
quantite´s C(3){X} et C(4){X} caracte´risent respectivement l’asyme´trie et
l’aplatissement de la loi, en prenant la loi gaussienne comme re´fe´rence. Afin
de rendre ces mesures inde´pendantes de la variance, on a coutume d’utiliser
des grandeurs standardise´es parfois appele´es facteur d’asyme´tie (skewness
en anglais) et facteur d’aplatissement (ou kurtosis, mot de racine grecque1
1
κυ´ρτωσις: action de courber, convexite´.
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dont l’utilisation est autorise´e en franc¸ais), de´finies de la fac¸on suivante:
K(3){X} = C(3){X/
√
µ2} (3.19)
K(4){X} = C(4){X/
√
µ2}. (3.20)
Pour une variable centre´e, les facteurs d’asyme´trie et d’aplatissement
s’e´crivent:
K(3){X} =
E{X3}
E{X2}3/2 , (3.21)
K(4){X} =
E{X4}
E{X2}2 − 3. (3.22)
Exemple: La variable ale´atoire uniforme´ment re´partie dans [−aa] a pour
fonction caracte´ristique Φ(u) = sinauau , pour moments d’ordre pair µ
′
(r) =
ar
r+1 ,
et pour kurtosis K(4) = −65 . On peut trouver dans [169] les coefficients
d’asyme´trie et d’aplatissement obtenus pour quelques distributions standard.
3.2 Cas vectoriel, multicorre´lations
Sauf mention contraire, on supposera dore´navant que les variables ale´atoires
sont centre´es. On pourra repre´senter les variables ale´atoires a` plusieurs
dimensions par un vecteur colonne:
XT = (X1,X2 . . . Xn) . (3.23)
De la meˆme fac¸on que dans le cas scalaire, on de´finit la fonction car-
acte´ristique conjointe de N variables ale´atoires xn par la relation:
Φx(v)
def
= E{eΣvnxn} = E{evT x}. (3.24)
Si les composantes xn du vecteur ale´atoire x admettent une densite´ con-
jointe px(u), alors la fonction caracte´ristique de x est donne´e par la Trans-
forme´e de Fourier de sa densite´:
Φx(v) =
∫
IR
N
ev
T u px(u) du. (3.25)
La seconde fonction caracte´ristique garde la meˆme de´finition: Ψx(v) =
log Φx(v). Ces fonctions peuvent de nouveau servir a` ge´ne´rer les moments
et les cumulants.
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Les cumulants d’ordre 2 sont des grandeurs a` 2 indices, qui peuvent eˆtre
range´s dans une matrice (la matrice de covariance):
Cij = C(2){Xi,Xj} = E{XiXj}.
Lorsqu’on manipule des donne´es a` plusieurs dimensions, nous voyons qu’il
peut devenir inutile de pre´ciser l’ordre du moment ou du cumulant conside´re´.
Ainsi, la matrice de covariance peut eˆtre e´crite:
Cij{X} = C{Xi,Xj}. (3.26)
Il n’y aura jamais ambiguite´ sur la signification d’un indice puisque
lorsqu’il indique l’ordre, il figure entre parenthe`ses. De meˆme, les cumu-
lants d’ordre plus e´leve´ pourront eˆtre souvent note´s de fac¸on plus compacte,
en omettant d’indiquer l’ordre lorsque ce dernier correspond au nombre de
variables entre accollades. Par exemple, on notera:
Cijk{X} = C{Xi,Xj ,Xk}, (3.27)
Ciii{X} = C(3){Xi}, (3.28)
Chijk{X} = C{Xh,Xi,Xj ,Xk}, (3.29)
Ciiii{X} = C(4){Xi}. (3.30)
Ces notations e´tant pre´cise´es, il est facile de voir, en de´veloppant
l’exponentielle ev
T x en se´rie autour de v = 0, que les coefficients des termes
de degre´ r, vivj ..vk, sont 
r µij..k/r! [136] [160], ce qui implique que:
µ′i1i2..ir{x} = (−)r
∂rΦx(v)
∂vi1∂vi2 ..∂vir
∣∣∣∣
v=0
. (3.31)
Il est inutile de re´e´crire cette relation pour les cumulants car elle se de´duit
de celle-ci en remplac¸ant Φ par Ψ.
Comme dans le cas scalaire, il est possible d’e´tablir des e´galite´s liant
moments et cumulants en de´veloppant la fonction log en se´rie entie`re. On
obtient par exemple:
Cij{x} = µ′ij{X} − µ′i{X}µ′j{X}. (3.32)
Pour de´crire l’ensemble de ces relations de fac¸on plus comple`te, il est
ne´cessaire d’introduire des conventions d’e´criture, sans quoi nous aurions
vite fait d’aboutir a` des pages de termes, d’ailleurs tre`s semblables les uns
aux autres.
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On conviendra d’e´crire une somme de k termes se de´duisant les uns des
autres par permutation d’indices par une notation crochet. Quelques bons
exemples valent mieux qu’un long discours:
[3] δij δkl = δijδkl + δikδjl + δilδjk, (3.33)
[3] aij bk cijk = aijbkcijk + aikbjcijk + ajkbicijk. (3.34)
La pre´sence du crochet entraine donc une sommation implicite. On suppose
toujours que les termes a` r indices (qui sont des tenseurs d’ordre r) sont
comple`tement syme´triques. Pour que la notaton soit correcte, il faut que le
nombre de monoˆmes distincts que l’on puisse obtenir par permutation soit
e´gal a` l’entier figurant entre crochets. Ainsi, les e´critures:
[3]xiδjk, [6]xixjδkl, [10]xixjxkδlm, [35]AijkBabcdCijkabcd,
sont correctes. Les cumulants d’ordre 3 et 4 sont alors donne´s en fonction
des moments par les expressions compactes:
Cijk = µ′ijk − [3]µ′iµ′jk + 2µ′iµ′jµ′k, (3.35)
Cijkl = µ′ijkl − [4]µ′iµ′jkl − [3]µ′ijµ′kl + 2 [6]µ′iµ′jµ′kl − 6µ′iµ′jµ′kµ′l.(3.36)
Dans le cas centre´, ces expressions se simplifient et on a:
Cij = µij, (3.37)
Cijk = µijk, (3.38)
Cijkl = µijkl − [3]µijµkl. (3.39)
Il est inte´ressant de comparer ces expressions avec celles que l’on a obtenu
dans le cas scalaire.
De fac¸on plus ge´ne´rale, les cumulants sont lie´s aux moments par la for-
mule de Leonov et Shiryaev (donne´e ici a` l’ordre r):
C{X1, ...,Xr} =
∑
(−1)k−1(k − 1)!E{
∏
i∈v1
Xi} · E{
∏
j∈v2
Xj} · · ·E{
∏
k∈vp
Xk},
(3.40)
ou` la sommation s’e´tend sur tous les ensembles {v1, v2, · · · , vp; 1 ≤ p ≤ r}
formant une partition de {1, 2, · · · , r}. Cette expression s’e´tend au cas ou` les
{vi} ne de´crivent plus ne´cessairement toutes les partitions; on parle alors de
cumulants ge´ne´ralise´s [160, page 60].
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Multicorre´lations
A l’instar de la fonction de corre´lation d’ordre 2, on peut de´finir des fonctions
de multicorre´lation d’ordre supe´rieur. Aux ordres 2 et 3, les moments centre´s
et les cumulants sont confondus, de sorte qu’il n’existe pas d’ambiguite´. En
revanche aux ordres plus grands, il faudra prendre garde a` pre´ciser s’il s’agit
de “multicorre´lations cumulantes” ou non.
Lorsque ce n’est pas spe´cifie´, on conside`re en ge´ne´ral qu’il s’agit multi-
corre´lations cumulantes, par de´faut. A l’ordre r on de´finit par exemple:
CX,i1i2..ir(t; τ2, .., τr) = C{Xi1(t),Xi2(t+ τ2), ...,Xir (t+ τr)}. (3.41)
Un processus re´el a` temps discret de dimension N , X(t), t ∈ ZZ , est dit
usuellement stationnaire (ou fortement stationnaire, ou stationnaire au sens
strict) si et seulement si l’ensemble des proprie´te´s statistiques conjointes des
vecteurs [Xa1(t1 + t), ..Xak (tk + t)] ne de´pend pas de la date t, et ce pour
tout k ∈ IN , tout k-uplet (a1, ..ak), 1 ≤ aj ≤ N , et tout k-uplet (t1, .., tk),
tj ∈ ZZ . Cette de´finition est tre`s forte et n’est pas toujours requise. Une
de´finition bien connue est celle de la stationnarite´ jusqu’au second ordre
(ou stationnarite´ au sens large, dite faible), qui requiert que la moyenne
µX = E{X(t)} et la fonction de corre´lation CX,ij(τ) = cum{Xi(t),Xj(t+τ)}
soient finies et qu’elles ne de´pendent pas de la date t [175].
De la meˆme manie`re, on peut de´finir la stationnarite´ a` l’ordre r [85] [180]
[205] [89]:
De´finition 3.2.1 Un processus re´el a` temps discret de dimension N , X(t),
t ∈ ZZ , est dit stationnaire a` l’ordre r si et seulement si ses multicorre´-
lations (corre´lations cumulantes) CX,i1i2..ir(τ2, .., τr) = cum{Xi1(t),Xi2(t +
τ2), ...,Xir (t+ τr)} sont finies et ne de´pendent pas de la date t.
Il est clair qu’un processus stationnaire (au sens strict) est stationnaire
a` tous les ordres jusqu’a` r si ses moments sont finis jusqu’a` l’ordre r.
3.3 Cas complexe, multispectres
3.3.1 De´finition et circularite´
Une variable ale´atoire complexe, comme l’a tre`s justment souligne´ Fortet
[112], n’est rien d’autre qu’une variable ale´atoire re´elle de dimension 2. Ainsi,
28 CHAPITRE 3
une variable ale´atoire complexe z admet une densite´ si et seulement si ses
parties re´elle et imaginaire admettent une densite´ conjointe. On pourra
convenir de noter cette densite´ de fac¸on compacte par pz(u), ou` u ∈ lC .
De la meˆme fac¸on, on peut de´finir la fonction caracte´ristique d’une vari-
able complexe z. Si z = x+ y, x ∈ IRN , y ∈ IRN , alors
Φz(u)
def
= E{e[xT v+yTw]} = E{e Re[z†u]}, (3.42)
si u = v + w. Une proprie´te´ imme´diate de cette notation compacte est que
ΦaZ(u) = ΦZ(a
∗u), (3.43)
pour tout scalaire complexe a. Nous avons par conse´quent a` notre disposition
les meˆmes outils que dans le cas de variables re´elles. Cependant, les variables
ale´atoires complexes sont la plupart du temps obtenues par Transforme´e
de Fourier (TF) de donne´es re´elles, ce qui leur confe`re une structure tre`s
particulie`re. Les variables ale´atoires complexes obtenues de cette fac¸on ne
sont donc pas de simples variables ale´atoires a` 2 composantes re´elles, mais
des contraintes lient ces 2 composantes. C’est pourquoi il est pertinent
d’introduire les variables ale´atoires dites circulaires.
De´finition 3.3.1 Nous dirons qu’un vecteur ale´atoire complexe de dimen-
sion N , Z, est circulaire (ou circulaire au sens fort), si et seulement si
ΦZ(au) = ΦZ(u),∀a ∈ lC , |a| = 1. (3.44)
En particulier, si Z admet une densite´, Z est circulaire si Z eθ a meˆme
densite´ de probabilite´ que Z.
Cette de´finition, propose´e a` l’origine dans [68] [17], est compatible avec
les de´finitions propose´es dans le passe´. En effet, elle entraine la proposition
suivante:
Proposition 3.3.2 Soit Z un vecteur ale´atoire complexe, dont les moments
existent a` tous les ordres. Alors Z est circulaire si et seulement si tous ses
moments de la forme:
µpq = E{
∏
Σai=p
Zaii
∏
Σbj=q
Z
∗bj
j }
sont nuls de`s que p 6= q.
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De´monstration. Si Z est circulaire, alors les moments de Z et de
Z eα sont e´gaux, puisque toutes deux ont meˆme loi. En particulier, l’e´galite´
µpq{Z} = µpq{Z eα} entraine que
µpq{Z} = µpq{Z} eα(p−q),
ce qui prouve la proposition.
La proposition 3.3.2 montre par exemple qu’une variable ale´atoire
scalaire complexe circulaire ve´rifie E{Z} = 0, E{Z2} = 0, E{Z2 Z∗} = 0...
En outre, d’apre`s la proposition 3.3.2, les fonctions caracte´ristiques (et
la densite´ de probabilite´ quand elle existe) d’un vecteur ale´atoire complexe
circulaire sont fonction uniquement de la variable matricielle uu†:
∃f /ΦZ(u) = f(uu†). (3.45)
Cette proprie´te´ peut eˆtre compare´e a` la de´finition des variables dites
sphe´riquement invariantes. D’apre`s [174], de telles variables sont telles que:
∃f /ΦZ(u) = f(u†Cu)
ou` C est une matrice hermitienne de´finie positive. Autrement dit, avec ces
de´finitions, toute variable sphe´riquement invariante est circulaire, mais la
re´ciproque n’est pas vraie.
Dans la suite, nous aurons besoin de la de´finition restrictive suivante:
De´finition 3.3.3 On dira qu’un vecteur ale´atoire complexe Z est circulaire
a` l’ordre r s’il verifie
E{
∏
Σai=p
Zaii
∏
Σbj=q
Z
∗bj
j } = 0 (3.46)
pour tout couple (p, q) d’entiers positifs tel que p+ q ≤ r et p 6= q.
Notons que cette de´finition ne suppose pas ne´cessairement que les mo-
ments sont finis pour p = q.
Dans le cas gaussien, la circularite´ a` l’ordre 2 entraine la circularite´ a`
tous les ordres, et est caracte´rise´e par deux proprie´te´s liant les parties re´elle
et imaginaire. En effet, posons Z = A + B. Si Z est circulaire, alors
E{ZZT } = 0 implique que E{AAT −BBT} = 0 et que E{ABT+BAT } = 0.
Autrement dit, A et B ont meˆme matrice de covariance, et leur covariance
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croise´e est antisyme´trique. C’est ainsi qu’ont e´te´ de´finies les variables gaussi-
ennes complexes circulaires [201] [122].
Diffe´rentes de´finitions possibles de circularite´ ont e´te´ re´cemment passe´es
en revue, et analyse´es plus en profondeur dans [176]. On remarquera no-
tamment que la de´finition de la circularite´ conjointe des composantes d’un
vecteur ale´atoire est une notion bien plus forte que la circularite´ marginale
de chacune de ses composantes.
3.3.2 Densite´s multispectrales
Dans cette section, nous rappelons quelques re´sultats classiques de the´orie
du signal. Nous renvoyons aux ouvrages [85, ch. IX] [86, ch. VIII] [180, ch.
I] [175, ch. 6] [90, ch. E.II.2] [160] pour les de´monstrations.
Il est connu (Herghotz, Crame´r) que si X(t) est un processus a` temps
discret de dimension N faiblement stationnaire, alors il existe une fonction
matricielle unique G(λ) a` accroissements non ne´gatifs telle que:
G(−1/2) = 0, et C(τ) =
∫ 1/2
−1/2
e2πτλ dG(λ). (3.47)
On convient d’appeler cette fonction G(λ) la re´partition spectrale de puis-
sance de X(t), et dG(λ) la mesure spectrale associe´e (d’apre`s le the´ore`me
de Bochner, ce re´sultat s’applique d’ailleurs aussi aux processus a` temps
continu s’ils sont continus en moyenne quadratique).
De meˆme, si X(t) est stationnaire jusqu’a` l’ordre r (cf de´finition 3.2.1),
alors il existe une fonction tensorielle G(λ2, .., λr) telle que:
G(−1/2, ..,−1/2) = 0, (3.48)
C(τ2, .., τr)=
∫ 1/2
−1/2
..
∫ 1/2
−1/2
e2π
∑r
k=2
τkλk dG(λ2, .., λr). (3.49)
La quantite´ dG(λ2, .., λr) est la mesure multispectrale de X(t). Remarquons
que cette e´criture n’est autorise´e que si dG est une distribution tempe´re´e,
ce qui devrait eˆtre ve´rife´ par ailleurs. Il se trouve que ce proble`me n’a e´te´
curieusement jamais aborde´ dans la litte´rature. A. Blanc-Lapierre introduit
par exemple une condition d’appartenance du processus a` une classe baptise´e
Φ(∞), qu’il est difficile de ve´rifier [85, ch.X].
Le signal X(t) n’admet pas toujours de densite´ multispectrale d’ordre r.
Une condition suffisante pour qu’il en admette une est qu’il soit sommable a`
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l’ordre r, c’est a` dire que X(t) soit stationnaire d’ordre r et que ses multi-
corre´lations d’ordre r soient absolument sommables:
∑
(u2,..,ur)∈Z
r−1
|Ca1..ar(u2, .., ur)| <∞. (3.50)
Cette proprie´te´ assure que les multicorre´lations d’ordre r tendent suf-
fisamment vite vers ze´ro pour justifier l’existence de leur transforme´e de
Fourier, les densite´s multispectrales fa1..ar(λ2, .., λr), qui sont alors contin-
ues. Ces dernie`res sont alors les diffe´rentielles d’ordre r de la fonction de
re´partition spectrale. En outre, le processus X(t) sera dit me´langeant a`
l’ordre r: plus les e´chantillons sont e´loigne´s les uns des autres, plus ils sont
de´corre´le´s a` l’ordre r.
Les signaux ale´atoires (faiblement stationnaires) eux-meˆmes admettent
une repre´sentation spectrale (repre´sentation dite de Crame´r) qui sera note´e:
X(t) =
∫ 1/2
−1/2
e2πtλ dZ(λ), (3.51)
ou` le processus Z(λ) est un processus a` accroissements orthogonaux, de´fini
par les relations:
Z(λ) = lim
T→∞
Z(T ;λ), λ ∈ [−1/2, 1/2] (3.52)
Z(T ;λ) =
∫ λ
−1/2
T∑
t=−T
X(t)e−2πtydy. (3.53)
L’ensemble des de´finitions et proprie´te´s essentielles que nous avons pre´cise´es
jusqu’a` pre´sent vont maintenant servir a` l’e´tablissement de la circularite´ des
variables spectrales.
3.3.3 Circularite´ des variables spectrales
Nous allons voir maintenant que les variables ale´atoires complexes obtenues
par TF de signaux ale´atoires a` temps discret stationnaires sont circulaires.
Cependant, les signaux stationnaires n’admettent pas de transforme´e de
Fourier, meˆme lorsqu’ils admettent une repre´sentation spectrale [175, ch.
6.2]. Une fac¸on classique de contourner le proble`me est de raisonner sur le
processus inte´gral Z(λ) introduit plus haut, ou sur ses accroissements dZ(λ).
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Proposition 3.3.4 Soient X(t) un processus re´el stationnaire jusqu’a`
l’ordre r, r ≥ 2, et Z(λ) sa re´partition spectrale. Alors pour tout k,
1 ≤ k ≤ r, et pour tout k-uplet (λ1, .., λk) de fre´quences, λj ∈ [−1/2, 1/2],
les cumulants des accroissements spectraux s’e´crivent:
cum{dZa1(λ1), .., dZak (λk)} = δ1(
∑
λj) dGa1..ak(λ2, .., λk), (3.54)
ou` δ1 de´signe la distribution ”peigne de Dirac” de pe´riode 1, et dG la mesure
multispectrale de X(t).
De´monstration. Par de´finition de Z(λ), il vient que:
α
def
= cum{Za1(λ1), .., Zar (λr)} (3.55)
=
∑
t1
..
∑
tr
∫ λ1
−1/2
..
∫ λr
−1/2
C12..r(t2 − t1, .., tr − t1)
e−2π
∑r
k=1
yktk dy1..dyr. (3.56)
Puisque X(t) est stationnaire a` l’ordre r, on peut d’apre`s (3.49) exprimer
ses multicorre´lations en fonction de ses mesures multispectrales correspon-
dantes. D’ou`, en posant t1 = t:
α =
∑
t2..tr
∫ λ1
−1/2
..
∫ λr
−1/2
∫
..
∫ ∑
t
exp{−2π t(y1 +Σuk)}
exp{2π
r∑
k=2
(uk − yk)tk} dG(u2, .., ur)dy1..dyr. (3.57)
Or, la somme sur t ∈ ZZ de e2π tβ est e´gale a` la distribution tempe´re´e peigne
de Dirac de pe´riode 1, note´ ici δ1(β). Donc les r− 1 premie`res sommes dans
(3.57) valent δ1(uk − yk). Par conse´quent, uk = yk et le cumulant calcule´
devient:
α =
∫ λ1
−1/2
..
∫ λr
−1/2
dG(y2, .., yr) δ1(
r∑
k=1
yk). (3.58)
La proposition s’obtient alors par diffe´rentiation, graˆce a` la multiline´arite´
des cumulants [160].
En corollaire, on peut e´tablir la proprie´te´ de circularite´ suivante:
INTRODUCTION AUX SOE 33
Proposition 3.3.5 Si en outre X(t) est sommable a` tous les ordres jusqu’a`
r, alors pour toute fre´quence λ telle que |λ| < 1r , les vecteurs dZ(λ) sont
circulaires a` l’ordre (p+ q) = r. Autrement dit:
E{dZn1(λ)..dZnp(λ) dZ∗m1(λ)..dZ∗mq (λ)} = 0
de`s que p 6= q, 1 ≤ p, q ≤ r.
Notons que pour les processus a` temps continu, la circularite´ de´crite
ci-dessus serait toujours assure´e, pourvu que les e´critures (3.47) et (3.49)
soient autorise´es (par exemple, lorsque les mesures multispectrales dG sont
absolument sommables). On peut le ve´rifier en constatant que si la fre´quence
d’e´chantillonage tend vers l’infini, alors la condition sur la fre´quence re´duite
|λ| < 1r tend a` eˆtre toujours vraie pour toute valeur λ finie.
De´monstration. Soit s un entier quelconque, s ∈ {1, 2, .., r}, et p et q
deux entiers positifs tels que p+ q = s. Appliquons la proposition 3.3.4 avec
λ1 = λ2 = .. = λp = λ et λp+1 = λp+2 = .. = λp+q = −λ. La somme des
fre´quences vaut
∑
λi = (p − q)λ. Si p 6= q, alors une condition suffisante
pour que (p− q)λ ne soit jamais entier est que 0 < (p+ q)|λ| < 1. Le terme
δ1(
∑
λi) est donc toujours nul sous les hypothe`ses de la pre´sente proposition.
Comme X(t) est sommable a` tous les ordres jusqu’a` r = (p + q), il admet
une densite´ multispectrale d’ordre s de´finie par:
dGa1a2..as(λ2, .., λs) = fa1a2..as(λ2, .., λs) dλ2..dλs,
ou` fa1a2..as est finie. D’apre`s la proposition 3.3.4, tous les cumulants de
dZ(λ) d’ordre s sont donc nuls, pour tous les ordres s infe´rieurs ou e´gaux a`
r. Comme les moments sont fonctions polynoˆmiales des cumulants, ils sont
par conse´quent aussi tous nuls.
Nous renvoyons le lecteur a` l’article re´cent de B. Picinbono [176] pour une
discussion plus comple`te, et en particulier sur les conditions de circularite´
conjointe.
3.4 Proprie´te´s des moments et cumulants
Les SOS jouissent tout d’abord de deux propr´ıete´s e´le´mentaires que nous
exposons maintenant; la seconde n’est satisfaite que par les cumulants.
Proposition 3.4.1 Les moments et cumulants satisfont la proprie´te´ dite
de multiline´arite´. Soient deux vecteurs ale´atoires x et y lie´s par la relation
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line´aire y = Ax, ou` A est une matrice quelconque. Alors les moments et
cumulants de y sont des fonctions formellement line´aires de chacune des
composantes Aij . Par exemple nous aurons:
C{yi, yj} =
∑
a,b
AiaAjb C{xa, xb}, (3.59)
C{yi, yj , yk} =
∑
a,b,c
AiaAjbAkc C{xa, xb, xc}, (3.60)
µ{yi, yj , yk} =
∑
a,b,c
AiaAjbAkc µ{xa, xb, xc}, (3.61)
C(3){yi} =
∑
a,b,c
AiaAibAic C{xa, xb, xc} . . . (3.62)
De´monstration. Il suffit de remarquer que ΦAx(u) = Φx(A
†
u), d’apre`s
(3.42). En passant a` la variable ale´atoire re´elle de taille double, on peut
alors obtenir le re´sultat a` l’aide de (3.31).
C’est graˆce a` la multiline´arite´ que les moments et cumulants me´ritent la
de´nomination de tenseurs. Notons que cette proprie´te´ se re´duit dans le cas
scalaire a` une simple relation d’homoge´neite´:
C(r){λx} = λr C(r){x}. (3.63)
Proposition 3.4.2 Les cumulants satisfont la proprie´te´ d’ additivite´ suiv-
ante. Si x et y sont des vecteurs ale´atoires inde´pendants, alors:
C{x+ y} = C{x}+ C{y}. (3.64)
De´monstration. SI x et y sont inde´pendantes, alors px,y(u, v) =
px(u) py(v), d’ou` Φx,y(u, v) = Φx(u)Φy(v), et finalement Ψx,y(u, v) =
Ψx(u) + Ψy(v). Ceci prouve la proposition pour les variables re´elles. Les
variables complexes de dimension N peuvent eˆtre traite´es comme des vari-
ables ale´atoires de dimension 2N .
Nous avons de´fini dans la section 3.1 l’ope´ration de standardisation pour
les variables ale´atoires scalaires. Cette ope´ration peut aussi eˆtre de´finie dans
le cas multivariable. Soit x un vecteur ale´atoire de matrice de covariance
Cij . Si la matrice C est inversible, alors la variable standardise´e est de´finie
comme e´tant x˜ = R−1x, ou` R est une matrice telle que RR
†
= C. Noter que,
la matrice R n’e´tant pas unique, la variable standardise´e n’est pas unique,
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bien qu’ayant une covariance unite´: C{x˜} = R−1CR−† = I. On convient
donc de choisir un proce´de´ syste´matique pour calculer R, qui aura en outre
le me´rite de fonctionner meˆme lorsque C ne sera pas inversible.
De´finition 3.4.3 Soient x un vecteur ale´atoire de dimension N , C sa ma-
trice de covariance, et C = RS2R
†
la de´composition en e´le´ments propres
correspondante, ou` S est une matrice diagonale r× r a` e´le´ments strictement
positifs, r ≤ N , et R une matrice ve´rifiant R†R = I. Le vecteur x˜ = S−1R†x
est le vecteur standardise´ associe´ a` x.
Le vecteur x˜ est maintenant de´fini en ge´ne´ral (ca`d si toutes ses valeurs
propres non nulles de C sont distinctes) a` une matrice multiplicative pre`s de
la forme ∆P , ou` ∆ est diagonale r× r et constitue´e d’e´le´ments de module 1,
et P est une permutation. Le vecteur ale´atoire x˜ a toujours une covariance
unite´.
Les moments et cumulants satisfont un certain nombre d’ine´galite´s re-
marquables qu’il est difficile de re´pertorier de fac¸on exhaustive. La proposi-
tion ci-dessous en donne quelques-unes.
Proposition 3.4.4 Soit X un vecteur ale´atoire re´el d’ordre 4 et de dimen-
sion N . Alors ses cumulants standardise´s γijkl = Kijkl{X} satisfont les
relations suivantes:
γiiii ≥ −2, (3.65)
γiijj ≥ −1, (3.66)
γiiii + 2γiiij ≥ −2, (3.67)
γ2iij ≤ γiiii + 2, (3.68)
γ2iij + γ
2
ijj ≤ γiijj + 1. (3.69)
De´monstration. Si µijkl de´signent les moments centre´s de X, alors les
cumulants standardise´s satisfont
γiiii = µiiii − 3, γiijj = µiijj − 1 si i 6= j
et γiiij = µiiij si i 6= j. D’apre`s l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz, toute variance
est positive, et en particulier var{XiXj+aXi+bXj} ≥ 0 quels que soient les
parame`tres a et b. Si nous calculons cette variance en fonction des moments
centre´s de X, nous obtenons donc un polynome de degre´ 2 en a et en b.
Pour a fixe´, son discriminant est donc ne´gatif, ce qui conduit a` conclure
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qu’un polynome en b est a` son tour positif. La ne´gativite´ de son discriminant
conduit finalement a` la relation γ2iij + γ
2
ijj ≤ γiijj +1. De meˆme, en e´tudiant
le signe de var{aX2i + bXj}, on obtiendrait la relation γ2iij ≤ γiiii + 2.
Pour terminer, en e´tudiant le signe du polynome var{aX2i +bX2j +XiXj},
pour (a, b) ∈ IR ∪ {−∞, ∞}, on obtient l’ine´galite´ suivante
a2(γ1111 + 2) + b
2(γ2222 + 2) + (1 + 2ab)γ1122 + 2aγ1112 + 2bγ1222 + 1 ≥ 0.
dont les trois premie`res relations de la proposition sont des cas particuliers.
Exemple: Si pz(u) =
1
2δ(u − 1) + 12δ(u + 1), alors µ2r = 1 et µ2r+1 = 0.
Donc γ(4) = −2 et la borne est atteinte.
The´ore`me de la limite centrale par les SOE
Le the´ore`me de la limite centrale a une grande importance car il permet
d’approximer la loi de certains estimateurs par la loi gaussienne, mais aussi
car il permet plus pre´cise´ment d’acce´der a` l’ordre de grandeur de ses cumu-
lants successifs.
Proposition 3.4.5 Soient X(n), 1 ≤ n ≤ N , N variables ale´atoires
scalaires inde´pendantes, chacune de cumuant d’ordre r borne´, note´ κr(n).
On pose
κ¯r =
1
N
N∑
n=1
κr(n) et Y =
1√
N
N∑
n=1
(X(n) − κ¯1).
Alors la variable ale´atoire Y tend en loi vers une variable ale´atoire gaussi-
enne. Plus pre´cise´ment, ses cumulants d’ordre r, note´s λr, sont donne´s
par:
λ1 = 0, (3.70)
λ2 = κ¯2, (3.71)
λr =
1
N r/2−1
κ¯r, ∀r ≥ 2. (3.72)
De´monstration. En vertu de la proprie´te´ d’additivite´ (proposition 3.4.2),
les cumulants de la variable Y s’e´crivent comme la somme:
C(r){Y } = N−r/2
N∑
n=1
C(r){X(n)},
ce qui prouve que λr = N
1−r/2κ¯r par de´finition de κ¯r.
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3.4.1 Liens entre SOE et densite´ de probabilite´
a) Proble`me des moments
La premie`re fonction caracte´ristique est la transforme´e de Fourier de la den-
site´ de probabilite´, e´ventuellement au sens des distributions si cette dernie`re
n’existe pas. Ceci suffit a` montrer, au moins intuitivement, que les con-
traintes qui vont lier les moments sont tre`s complique´es, et qu’elles ne peu-
vent certainement pas eˆtre de´crites simplement comme on l’a expose´ dans la
section 3.4, a` l’aide d’ine´galite´s de Schwarz. Ces contraintes de´coulent essen-
tiellement de la positivite´ de la mesure. De´ja`, nous avons vu que l’existence
des moments n’est pas lie´e a` celle de la densite´, mais a` la diffe´rentiabilite´ de
la fonction caracte´ristique au voisinage de l’origine (on sait de´ja` qu’elle est
continue partout). Plus pre´cise´ment, si une fonction caracte´ristique admet
une diffe´rentielle d’ordre r a` l’origine, alors tous les moments jusqu’a` l’ordre
r existent si r est pair, mais jusqu’a` l’ordre r− 1 si r est impair [152, p. 29].
Le premier the´ore`me, duˆ a` Marcinkiewicz (1940), dont Dugue´ donna
une de´monstration plus simple en 1951, e´tablit que si une variable ale´atoire
posse`de un cumulant non nul d’ordre r > 2, alors elle en posse`de une infinite´
[2] [178] [134] [152]:
The´ore`me 3.4.6 Si une fonction caracte´ristique est de la forme Φ(u) =
exp{P (u)}, ou` P (u) est un polynoˆme, alors ce polynoˆme est de degre´ au
plus 2.
En d’autres termes, la variable ale´atoire est soit re´duite a` une constante, soit
gaussienne.
Le proble`me des moments est le proble`me inverse, en quelque sorte.
Etant donne´e une suite de nombres, existe-il une densite´ qui les admette
pour cumulants (ou moments) ?
Sous certaines conditions, la suite infinie des moments peut de´finir la
fonction caracte´ristique de fac¸on unique [134]. Mais on peut trouver des
exemples de densite´s ayant la meˆme suite infinie de moments [152, p. 20].
Lorsqu’une suite finie de moments est donne´e, s’il existe une solution, il y en
a en ge´ne´ral plusieurs. On peut alors se´lectionner une solution en maximisant
par exemple l’information de Fisher [204].
Notons que le proble`me des moments a e´galement e´te´ e´tudie´ a` l’ordre 2,
pour les processus stationnaires [146]. Il s’agit alors de comple´ter une suite
de valeurs de la fonction de corre´lation, connue en un nombre fini de valeurs.
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Connaissant les 4 premiers cumulants, il peut eˆtre inte´ressant sur le
plan pratique de connaitre une loi re´aliste pouvant approximer celle des
observations. Le syste`me de lois de Pearson permet de re´pondre a` cette
pre´occupation; en effet, il effectue une partition de l’ensemble des den-
site´s, dont les 4 premiers moments sont finis, en diffe´rentes familles, suivant
les valeurs du couple asyme´trie-kurtosis [138, vol.6, p.655–657] [138, vol.3,
p.216–219] [131, ch. 12]. Evidemment, le choix de cette solution a principale-
ment un inte´reˆt pratique, mais n’est pas justifie´ par un crite`re d’optimalite´,
contrairement a` l’approche du proble`me des moments.
b) Queues de distribution
Une ide´e fausse consiste a` croire qu’une densite´ ayant des queues de distribu-
tion en-dessous de la gaussienne aura ne´cessairement un kurtosis ne´gatif, et
un kurtosis positif dans le cas contraire. En outre, la de´finition des lois sous-
et sur-gaussiennes est tre`s versatile, suivant les articles techniques, comme
nous l’expliquons maintenant.
Benveniste propose notamment [83, page 390] une de´finition faisant in-
tervenir la monoticite´ de
f(u) = −1
u
d log px(u)
du
.
Lorsque f(u) est strictement croissante (resp. de´croissante), px(u) est dite
sur-gaussienne (resp. sous-gaussienne). Il est clair que certaines densite´s ne
seront ni l’une, ni l’autre.
En revanche, de nombreux auteurs qualifient de sur-gaussiennes les den-
site´s ayant des queues de distribution supe´rieures a` la densite´ gaussienne a`
l’infini [204], et de sous-gaussiennes les autres. En re´alite´, A. Mansour a
montre´ par une simple application d’un the´ore`me de la moyenne que cette
dernie`re de´finition est e´quivalente au signe du kurtosis (ne´gatif pour les den-
site´s sous-gaussiennes) si la partie paire de la densite´ coupe deux fois (ca`d
une fois sur [0 +∞[) la densite´ gaussienne de meˆmes moyenne et variance.
En revanche, des contre-exemples des deux types ont e´te´ donne´s lorsque le
nombre d’intersections est diffe´rent de deux.
On retiendra donc qu’il existe au moins trois de´finitions du caracte`re
de sous- ou sur- gaussianite´, et que ces dernie`res ne sont pas toujours
e´quivalentes.
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3.5 Estimation des moments et cumulants
3.5.1 Les κ-statistiques
Si X est une variable ale´atoire scalaire, et si x(n), 1 ≤ n ≤ N , sont
N re´alisations de X identiquement distribue´es, il est naturel d’estimer sa
moyenne statistique de X par la moyenne arithme´tique de ses re´alisations:
k(1) =
1
N
N∑
n=1
x(n). (3.73)
Il est facile de ve´rifier que k(1) est un estimateur non biaise´ de µ
′
(1). On pour-
rait eˆtre tente´ de poursuivre aux ordres supe´rieurs en utilisant les moyennes
empiriques suivantes
m(r) =
1
N
N∑
n=1
(x(n)− k(1))r, (3.74)
mais il s’ave`re que ces estimateurs sont en ge´ne´ral biaise´s. En effet, nous
avons par exemple, si les re´alisations x(n) sont inde´pendantes:
E{m(2)} =
N − 1
N
µ(2).
Un estimateur non biaise´ de la variance de X est donc:
k(2) =
N
N − 1 m(2). (3.75)
Ce proce´de´ peut eˆtre poursuivi aux ordres supe´rieurs a` 2 en cherchant les
coefficients αi,r tels que l’expression
k(r) =
r∑
i=1
αi,r
∏
Σ qi=r
m(qi) (3.76)
soit un estimateur non biaise´ de C(r){X}. Ainsi on trouverait:
k(3) =
N2
(N − 1)(N − 2) m(3) (3.77)
k(4) =
N2
(N − 1)(N − 2)(N − 3) [ (N + 1)m(4) − 3 (N − 1)m
2
(2) ].(3.78)
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Les quantite´s de´finies de cette fac¸on sont commune´ment appele´es κ −
statistiques [136]. En ce qui concerne les cumulants standardise´s, il n’existe
pas d’estimateur non biaise´ qui soit inde´pendant de la distribution de X.
L’asyme´trie et l’aplatissement, qui sont essentiellement les seules grandeurs
standardise´es qui retiendront notre inte´reˆt, seront estime´es par les grandeurs
biaise´es suivantes:
K(3){X} : g(3) = k(3) / k3/2(2) , (3.79)
K(4){X} : g(4) = k(4) / k2(2). (3.80)
3.5.2 Premiers cumulants des κ-statistiques
Les cumulants successifs des estimateurs k(r) sont maintenant bien connus, et
leurs moments et cumulants successifs peuvent eˆtre calcule´s de fac¸on exacte
[136] § 12.16. Pour alle´ger les e´critures, notons les cumulants κ(r) = C(r){X},
les moments standardise´s β(r) = µ(r)/µ
r/2
(2) , et les cumulants standardise´s
γ(r) = K(r){X}. On notera en particulier que (tooujours sous l’hypothe`se
que les e´chantillons sont i.i.d.):
µ(2){k(2)} =
κ4
N
+
2κ22
N − 1 , (3.81)
µ(2){k(3)} =
κ6
N
+
9 (κ4κ2 + κ
2
3)
N − 1 +
6N κ32
(N − 1)(N − 2) , (3.82)
µ(2){k(4)} =
κ8
N
+
(16κ6κ2 + 48κ5κ3 + 34κ
2
4)
N − 1 +
8N(9κ4κ
2
2 + 18κ
2
3κ2)
(N − 1)(N − 2) +
24N(N + 1)κ42
(N − 1)(N − 2)(N − 3) ;(3.83)
et que, pour de grandes valeurs de N :
C(3){k(2)} ≈
1
N2
[κ6 + 12κ4κ2 + 4κ
2
3 + 8κ
3
2], (3.84)
C(3){k(3)} ≈
1
N2
[κ9 + 27 (κ7κ2 + 3κ6κ3 + 4κ5κ4) + 18 (12κ5κ
2
2 + 45κ4κ3κ2
+14κ33 + 30κ3κ
3
2) ], (3.85)
C(4){k(2)} ≈
1
N3
[κ8 + 24κ6κ2 + 32κ5κ3 + 32κ
2
4 + 144κ4κ
2
2 + 96κ
2
3κ2
+48κ42]. (3.86)
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En raison de leur longueur, les expressions des cumulants de k(4) ne sont
pas rapporte´es ici. Plus ge´ne´ralement, nous avons:
C(q){k(r)} = O(
1
N q−1
). (3.87)
Les estimateurs k(r) sont par conse´quent asymptotiquement gaussiens. Mais
si l’approximation gaussienne est assez vite valable pour κ(2), il faudra
vraisemblablement atteindre des valeurs nettement plus grandes de N pour
qu’elle soit valable pour κ(3) et a fortiori κ(4); pour s’en assurer, il suffit
de consulter [136] pour constater que le coefficient du terme en 1/N q−1 est
ge´ne´ralement de plus en plus grand lorsque r augmente. Pourtant, certaines
distributions e´chappent a` cette re`gle heuristique [87].
Par ailleurs, les proprie´te´s statistiques des estimateurs standardise´s g(r)
ont e´te´ e´tudie´es seulement de fac¸on approche´e pour de grandes valeurs de N
[160] [138], en raison de leur complexite´. On notera en particulier qu’ils sont
biaise´s au premier ordre, et qu’ils sont corre´le´s (leur biais de´pend d’ailleurs
des cumulants d’ordre plus e´leve´) [136, ex.10.26-27]. En effectuamt un
de´veloppement limite´ de la fonction de deux variables w(x, y) = x/y3/2,
il est possible d’obtenir les expressions approche´es (3.91) et (3.92):
E{g(3)} = β(3) +O(
1
N
), (3.88)
E{g(4)} = β(4) +O(
1
N
), (3.89)
µ(2){g(3)} =
1
N
[β(6) − 6β(4) + 9 +
1
4
β(3) (9β(4) + 35) − 3β(5)β(3)]
+O(
1
N2
), (3.90)
µ(2){g(3)} =
1
N
[γ(6) − 3 γ(3)γ(5) + 9 γ(4) (1 +
1
4
γ2(3))−
11
2
γ2(3) + 6]
+O(
1
N2
), (3.91)
µ(2){g(4)} =
1
N
[β(8) − 4β(6)β(4) + 4β3(4) − β2(4) + 16β(4)β(3)
−8β(5)β(3) + 16β(3)] +O(
1
N2
). (3.92)
Exemple: Si X(n) sont des variables inde´pendantes uniforme´ment dis-
tribue´es dans [−aa], alors pour de grandes valeurs de N , la variance relative
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du moment empirique d’ordre r vaut pour r pair:
V ar{k(r)}
µ2(r)
=
1
N
r2
2r + 1
.
3.5.3 Statistiques dans le cas gaussien
Dans le cas gaussien, un certain nombre de simplifications sont possibles car
tous les cumulants d’ordre supe´rieur a` deux apparaissant dans les expressions
ge´ne´rales sont nuls. De plus, k(2) et k(r)/k
r/2
(2) sont inde´pendantes. On obtient
notamment [136, §12.16, 12.18]:
µ(2){k(2)} =
2
N − 1κ
2
2, (3.93)
µ(2){k(3)} =
6N
(N − 1)(N − 2)κ
3
2, (3.94)
µ(2){k(4)} =
24N(N + 1)
(N − 1)(N − 2)(N − 3)κ
4
2. (3.95)
Cette dernie`re relation montre par exemple que la variance du cumulant
d’ordre 4 est en O(24N ). Dans le cas complexe circulaire, on trouverait O(
4
N ).
En ce qui concerne les estimateurs de l’asyme´trie et de l’aplatissement,
nous avons dans le cas gaussien des re´sultats exacts [136] ex. 12.9, 12.10, et
12.22, [160] p 108-109, [157]:
E{g(3)} =
E{k3}
E{k3/22 }
= γ(3) = 0, (3.96)
E{g(4)} =
E{k4}
E{k22}
= γ(4) = 0, (3.97)
µ(2){g(3)} =
6N(N − 1)
(N − 2)(N + 1)(N + 3)
≈ 6
N
+O{ 1
N2
}, (3.98)
µ(2){g(4)} =
24N(N − 1)2
(N − 3)(N − 2)(N + 3)(N + 5)
≈ 24
N
+O{ 1
N2
}. (3.99)
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Autrement dit, la variance du kurtosis (aplatissement) est du meˆme ordre
que celle du cumulant d’odre 4 non standardise´.
On ve´rifie que les variances (3.98) et (3.99) peuvent eˆtre obtenues en
annulant les cumulants standardise´s dans les expressions (3.91) et (3.92).
Il est aussi possible de calculer les cumulants standardise´s des estimateurs
standardise´s g(r). En effet, on peut de´duire de [157] que:
K(3){g(3)} = 0, (3.100)
K(3){g(4)} =
√
216
N
− 213
N
√
N
+ o{ 1
N2
}, (3.101)
K(4){g(3)} =
36
N
− 864
N2
+ o{ 1
N2
}, (3.102)
K(4){g(4)} =
540
N
− 20 196
N2
+ o{ 1
N2
}. (3.103)
Il est clair que pour N de l’ordre de 300 ou plus, l’aplatissement de
g(3) devient ne´gligeable; en revanche, il faut atteindre des valeurs de N >
5000 pour avoir une approximation gaussienne acceptable pour g(4). La
distribution exacte de g(3) et g(4) a e´te´ tabule´e par Pearson et Hartley dans
les anne´es 70. Par ailleurs, D’Agostino et Pearson [102] ainsi que Anscombe
et Glynn [78] donnent ces distributions pour des valeurs de N infe´rieures a`
200.
Exemple: Si X(n) sont des variables gaussiennes inde´pendantes, toutes
de moyenne nulle et de variance σ2, alors le moment centre´ d’ordre 2r est
donne´ par:
µ(2r) =
σ2r(2r)!
2r r!
,
et la variance relative du moment empirique correspondant est, pour de
grandes valeurs de N :
V ar{k(2r)}
µ2(2r)
=
1
N
[
4r! r!2
2r!3
− 1
]
.
Un estimateur du cumulant d’ordre 4 a e´te´ propose´ re´cemment par Am-
blard [76] , et n’a pas recours de manie`re explicite aux moments d’ordre 4, ce
qui peut eˆtre avantageux dans une implantation re´cursive. Cet estimateur
s’e´crit, a` la date t, si on dispose de l’estimation a` la date pre´ce´dente et des
observations x(t) et x(t− 1):
k(4),t = (1− α) k(4),t−1 + α
(
x(t)4 − 3x(t)2x(t− 1)2
)
. (3.104)
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3.5.4 Cas multivariable
Dans le cas de variables a` plusieurs composantes, le principe mis en œuvre
est le meˆme, bien que les notations soient nettement plus complique´es. Il
faut notamment faire appel a` la convention de sommation d’Einstein, et a` la
notation crochet de McCullagh. C’est pourquoi on se contente d’expressions
asymptotiques (pour de larges valeurs de N). Toutefois, il existe aussi des
me´canismes dans le cas multivariable pour ge´ne´rer les κ-statistiques [160].
On citera, simplement a` titre d’exemple, le cumulant d’ordre 3 de la
covariance estime´e:
C(3){κij , κkl, κmn} =
1
N2
κijklmn + [12]
1
N(N − 1) κijkl κmn
+[4]
N − 2
N(N − 1)2 κijk κlmn + [8]
1
(N − 1)2 κij κkl κmn. (3.105)
3.5.5 Fonctions de multicorre´lation
On de´finit habituellement l’estimation suivante de la fonction
d’autocorre´lation (d’ordre 2) d’un processus x(t) scalaire stationnaire au
sens large:
Cˆ(2),x(τ) =
1
N
N∑
t=1
x(t)x(t+ τ). (3.106)
Notons que pour N fini, cet estimateur n’utilise pas e´galement toutes les
donne´es. En pratique, on a aussi le choix entre deux autres estimateurs; le
premier est biaise´ mais de type positif, et le deuxie`me non biaise´:
Cˆ(2),x(τ) =
1
N
N−τ∑
t=1
x(t)x(t+ τ), (3.107)
Cˆ(2),x(τ) =
1
N − τ
N−τ∑
t=1
x(t)x(t+ τ). (3.108)
Lorsque τ << N , les trois estimateurs sont e´quivalents.
La convergence (et la consistence) de ces estimateurs est une question
importante, qui est lie´e aux proprie´te´s d’ergodicite´ du processus [137, sec.
47.7] [89, p. 41-43] [86, ch.15]. En appliquant le the´ore`me ergodique a` la
se´rie chronologique x(t)x(t+ τ) a` τ fixe´, on pourrait e´tudier la convergence
p.s. (presque suˆre) de l’estimateur de la fonction de corre´lation. Cependant,
il peut eˆtre utile de se contenter d’une stationnarite´ plus faible, d’une part,
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et de chercher a` obtenir une consistence en moyenne quadratique (m.q.),
d’autre part. Rappelons que les convergences m.q. et p.s. ne sont pas
toujours comparables.
Nous savons qu’a` l’ordre 2, la variance de la fonction d’autocorre´lation
(3.106) est donne´e par:
V ar{Cˆ(2),x(τ)} =
1
N2
N−1∑
s=0
(N − s) C(4)x(s, τ, s+ τ) + (N − s) C2(2)x(s)
−s C2(2)x(τ) + (N − s) C(2)x(s+ τ) C(2)x(s− τ).(3.109)
Habituellement, on adopte d’ailleurs plutoˆt l’expression suivante, valable si
les C(r),x de´croissent assez vite vers ze´ro:
V ar{Cˆ(2),x(τ)} ≈
1
N
N−1∑
s=0
C(4)x(s, τ, s+ τ)+ C2(2)x(s)+ C(2)x(s+ τ) C(2)x(s− τ).
(3.110)
Pour que l’estimateur Cˆ(2),x(τ) converge vers C(2),x(τ) en moyenne quadra-
tique (consistence forte), il suffit que [123]:
1. x(t) admette des moments finis jusqu’a` l’ordre 4,
2. x(t) soit stationnaire jusqu’a` l’ordre 4,
3. 1N
∑N
u=1 C(2),x(u)2 → 0 si N →∞
4. 1N
∑N
u=1 C(4),x(u, τ, u+ τ)→ 0 si N →∞
Notamment, il est suffisant que:
N∑
u=1
C(4),x(u, τ, u + τ) et
N∑
u=1
C(2),x(u)2 (3.111)
soient borne´es quand N tend vers l’infini. Le processus X(t) doit donc eˆtre
me´langeant dans un sens voisin de celui de´fini en (3.50), si ces conditions
suffisantes sont adopte´es.
Ceci s’e´tend sans mal au cas multivariable, en remplac¸ant les sommes
pre´ce´dentes par:
N∑
u=1
Cx,ijij(u, τ, u + τ) et
N∑
u=1
trace{Cx(u) Cx(u)T }. (3.112)
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Des re´sultats similaires existent e´galement pour les fonctions de
corre´lation normalise´es [179, p. 76] [137, ch.48]. Dans ce dernier cas, il
est plus difficile de construire un estimateur non biaise´, car le biais de´pend
alors de la distribution.
Lorsque le processus X(t) est fortement me´langeant (i.e. la de´pendance
entre le passe´ avant la date t = a et le futur apre`s la date t = b tend vers
ze´ro lorsque b − a augmente), alors on peut montrer que les estimateurs de
C(2)x(τ) sont asymptotiquement conjointement gaussiens [180, p. 117]. C’est
le cas des processus line´aires.
Pour les processus stationnaires a` l’ordre r > 2, les fonctions de mul-
ticorre´lation a` l’ordre r se de´finissent comme a` l’ordre 2, si on admet que
la dure´e d’inte´gration, T , est grande devant l’unite´. Ainsi, la fonction de
multicorre´lation cumulante d’ordre 3 d’un signal stationnaire jusqu’a` l’ordre
3, x(t), peut eˆtre estime´e par:
Cˆ(3),x(τ1, τ2) =
1
T
T∑
t=1
x(t)x(t+ τ1)x(t+ τ2)). (3.113)
Dans le cas multivariable, l’expression est similaire:
CˆX,ijk(τ1, τ2) =
1
T
T∑
t=1
Xi(t)Xj(t+ τ1)Xk(t+ τ2)). (3.114)
mais on devra faire appel au produit de Kronecker si on souhaite garder une
formulation compacte non indexe´e.
Des conditions suffisantes de consistence en m.q. peuvent eˆtre e´galement
e´nonce´es pour les multicorre´lations en s’inspirant des re´sultats d’ergodicite´
a` l’ordre 2 [123] [89] [180] [121]. On aurait par exemple, pour la consistence
m.q. de la multicorre´lation (3.113):
1. x(t) admet des moments finis jusqu’a` l’ordre 6,
2. x(t) est stationnaire jusqu’a` l’ordre 6,
3. 1T
∑T−1
s=0 µ(6),x(s, τ1, τ2, s+ τ1, s + τ2)→ C2(3),x(τ1, τ2) si T →∞.
Le troisie`me point peut eˆtre traduit en une condition sur des se´ries de mul-
ticorre´lations, comme pour l’ordre 2. Mais dans le cas pre´sent, nous aurions
pas moins de 40 se´ries distinctes, l’une en C(6), 15 en C(2) C(4), 9 en C(3) C(3), et
15 en C(2) C(2) C(2). Ces expressions ne sont pas donne´es ici, mais on pourra
les trouver dans [63].
L’extension au cas complexe de certains re´sultats asymptotiques peut
eˆtre trouve´e dans [195].
Chapitre 4
Intervention des SOE dans
quelques proble`mes
J’ai se´lectionne´ trois aspects des SOE dans ce chapitre, en me basant bien
suˆr sur des crite`res de convenance personnelle, mais aussi et surtout parce
que ces sujets sont d’actualite´. Le premier concerne les tests de normalite´. Il
est naturel d’aborder ce sujet en tout premier lieu puisque si les observations
sont gaussiennes, il n’y a pas lieu de recourir aux SOE. Le deuxie`me concerne
les me´langes line´aires de signaux, sujet qui a e´veille´ un inte´reˆt croissant de
la part de la communaute´ scientifique ces cinq dernie`res anne´es. Et enfin,
je pense qu’il est regrettable que l’aspect tensoriel des SOE ne soit que tre`s
rarement e´voque´ dans les approches multivariables. Ce sujet est donc aborde´
en dernier lieu.
4.1 Tests de gaussianite´
Le test de normalite´ fait partie des tests d’hypothe`se sans alternative.
Autrement dit, si on de´finit l’hypothe`se H0 comme e´tant: “l’observation
est gaussienne”, nous n’avons rien d’autre a` lui opposer que l’hypothe`se
contraire, H¯0. Ces tests de normalite´ sont parfois qualifie´s d’omnibus [88]
[101].
Dans une telle situation, un seul parame`tre permet d’ajuster la de´tection:
le niveau du test, ou erreur de premie`re espe`ce, de´fini par:
α = Prob(choisir H¯0/H0 vraie) (4.1)
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Une autre conse´quence est qu’il ne peut exister de de´tecteur optimal au sens
de la probabilite´ d’erreur, l’erreur de seconde espe`ce restant inde´finie.
Cette constatation est loin d’eˆtre anodine, car elle montre notamment
que les proprie´te´s statistiques de la variable-test n’ont besoin d’eˆtre connues
que sous l’hypothe`se H0. Par exemple, si le kurtosis empirique est utilise´, il
sera suffisant de connaitre ses quantiles sous hypothe`se gaussienne.
Il existe d’autres tests standard sans alternative. Citons a` titre d’exemple
les tests de stationnarite´, les tests de blancheur (plus ou moins forte) [99], les
tests de re´versibilite´ temporelle de processus [181], ou bien encore les tests
de line´arite´ [127]. Le test de normalite´ est lie´ aux tests pre´ce´dents dans le
sens ou`:
• un processus gaussien non stationnaire peut apparaitre comme e´tant
non gaussien s’il est suppose´ stationnaire;
• la plupart des tests de normalite´ supposent que les processus a` tester
sont blancs au sens fort (e´chantillons inde´pendamment et identique-
ment distribue´s), ce qui est une de leurs principales limitations;
• tout processus gaussien est re´versible, mais la re´ciproque n’est pas
vraie;
• tout processus gaussien est line´aire, mais il existe des processus
line´aires non gaussiens.
On distingue principalement deux familles de tests de normalite´: les
tests scalaires et les tests vectoriels. Les premiers testent la normalite´
marginale des e´chantillons, et les derniers la normalite´ conjointe de plusieurs
e´chantillons (par exemple conse´cutifs). Il est clair que la normalite´ conjointe
entraine la normalite´ marginale, mais la re´ciproque n’est pas vraie.
Le fait de tester la normalite´ conjointe d’un nombre (force´ment) limite´
d’e´chantillons entraine un biais dans la de´cision, dans le sens e´videmment
ou` la de´cision “gaussien” sera prise trop souvent. A contrario, l’hypothe`se
d’inde´pendance des e´chantillons (blancheur forte) entraine malheureusement
un biais en sens inverse, de sorte qu’on ne sera pas en mesure d’obtenir des
re´ponses fiables ni dans un sens ni dans l’autre.
C’est pourquoi un de nos travaux re´cents a consiste´ a` de´velopper un test
vectoriel capable de s’affranchir de cette hypothe`se de blancheur. Avant de
de´crire comment ce test a e´te´ construit, il est pertinent de passer en revue
un certain nombre de tests connus.
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4.1.1 Les tests existants
En reprenant la distinction scalaire/vectoriel pre´cise´e plus haut, on peut
dresser un historique des tests les plus repre´sentatifs. L’ensemble des tests
est re´sume´ dans le tableau 4.1.
a) Tests scalaires
1. Test du Chi-deux (1922): Si l’existence de la distribution dite “Chi-
deux” remonte a` 1838 avec les travaux de Bienayme´ (1852 pour la loi
du χ2 a` n degre´s de liberte´), son utilisation pour les tests d’ajustement
de lois n’a pu voir le jour qu’avec la preuve de la convergence asym-
totique du rapport de vraisemblance vers une variable du Chi-deux,
preuve attribue´e a` Fisher en 1922. Dans ce rapport de vraisemblance,
la densite´ des observations est remplace´e par un histogramme calcule´
a` partir d’intervalles de longueur pre´de´termine´e. Notons que la con-
vergence du rapport de vraisemblance vers une loi du Chi-deux pour
des proble`mes de de´tection plus ge´ne´raux que l’ajustement de loi n’a
e´te´ prouve´e que plus tard par Wilks (1938) et Wald (1943).
2. Geary (1935): Geary propose comme variable test le rapport entre E|x|
estime´e et l’e´cart-type empirique σˆ; cette quantite´ vaut
√
2/π dans le
cas gaussien.
3. Kolmogorov-Smirnov (1948): Le test de Kolmogorov est base´ sur la
statistique d’ordre 1 de l’e´chantillon observe´. La variable test est la
distance L∞ entre les fonctions de re´partition estime´es. Kolmogorov
donne en 1933 l’expression analytique de la distribution asymptotique
de cette variable test (sous forme d’une se´rie); Smirnov ne la tabule
qu’en 1948, date a` laquelle son utilisation devient possible.
4. Pearson-Hartley (1962): Re´capitulation sous forme de tables des quan-
tiles de toutes les variables tests usuelles. En particulier, tables pour
l’aplatissement (kurtosis) estime´ pour divers temps d’inte´gration [172].
5. Shapiro-Wilk (1965): Ici la variable test est le rapport entre le carre´
de l’estimation line´aire de σ a` partir de la statistique d’ordre d’ordre
n et la variance empirique. Les coefficients de cet estimateur line´aire
sont tabule´s pour diffe´rentes longueurs d’e´chantillon et diffe´rents ordres
d’estimateur [187].
6. Lilliefors (1967): Lilliefors modifie les tables de Smirnov pour permet-
tre l’application du test de Kolmogorov au cas composite (moyenne et
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variance de la loi gaussienne la plus proche inconnues).
7. Un test du meˆme genre que celui de Shapiro et Wilk a e´te´ propose´ par
D’Agostino et al en 1971 [101]. L’obectif est toujours surtout les petits
e´chantillons (de l’ordre de 50 ou 100).
8. Test du Chi-deux de Moore (1971): Le test du Chi-deux de´crit plus
haut a e´te´ sensiblement ame´liore´ par Moore pour permettre son ap-
plication lorsque l’histogramme des observations est calcule´ avec des
cellules variables [161]. En outre, la solution qu’il a propose´e est ap-
plicable en dimension supe´rieure a` 1.
9. D’Agostino-Pearson (1973): Ce n’est qu’en 1973 que l’on voit proposer
les cumulants standardise´s comme test de normalite´ composites: ce
sont les tests de l’asyme´trie (ordre 3) et de l’aplatissement (ordre 4).
La combinaison de ces deux variables en vue de la construction d’une
variable test unique plus robuste est propose´e en 1977 par les meˆmes
auteurs [102]. Voir aussi [171].
10. Stephens (1974) propose une nouvelle ame´lioration a` la table des quan-
tiles du test de Kolmogorov-Smirnov [193].
11. Gasser (1975) : Tests de l’asyme´trie et de l’aplatissement pour des
signaux colore´s; variance et normalite´ asymptotiques [116].
12. Vasicek (1976): La densite´ gaussienne est celle des densite´s a` support
re´el qui a la plus grande entropie. Le test est base´ sur une estimation de
l’entropie. Si la variable test atteint la borne gaussienne (connue) avec
une tole´rance acceptable, l’hypothe`se gaussienne est accepte´e [200].
13. Saniga-Miles (1979): En tant que tests scalaires sur des e´chantillons de
taille supe´rieure a` 50, l’ordre pre´fe´rentiel est le suivant: Aplatissement,
Asyme´trie, d’Agostino, et enfin Shapiro-Wilk (peu utilisable sur des
e´chantillons de taille supe´rieure a` 100 d’apre`s les auteurs) [184].
14. Mardia (1980) : L’auteur fait dans [157] une synthe`se assez comple`te
des tests de normalite´ scalaires, et il en recense plus de cinquante.
15. Lin-Mudholkar (1980): Parmi les nombreux tests de normalite´
ulte´rieurs, mentionnons le “Z-test”. Ce dernier est base´ sur un
the´ore`me prouve´ par Crame´r dans les anne´es 40 disant que la
moyenne empirique mˆ et la variance empririque σˆ2 sont statistique-
ment inde´pendantes si et seulement si l’e´chantillon est gaussien. Lin
et Mudholkar ont donc propose´ un test base´ sur la corre´lation entre
entre µˆ et σˆ2 [149].
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16. Moore (1982): La coloration du processus entraine une perte apparente
de normalite´ dans les tests scalaires [162].
17. Hinich (1982): Test de normalite´ et de line´arite´ base´ sur le bispec-
tre. Permet de s’affranchir de la coloration, mais ne´cessite de tre`s
longs temps d’inte´gration [127]. Ne fonctionne que pour des signaux
dissyme´triquement distribue´s.
18. Anscombe-Glynn (1983): Autre me´thode d’approximation de la den-
site´ de l’aplatissement estime´; la dernie`re approche en date e´tait celle
de [102].
19. Dallal-Wilkinson (1986): Nouvelle ame´lioration du calcul des quantiles
dans le test de Kolmogorov-Smirnov [103].
20. Fukunaga-Flick (1986) : Utilisation d’une proprie´te´ indirecte des vari-
ables normales: le produit de deux densite´s gaussiennes est une gaussi-
enne [113].
Remarques. D’apre`s Stephens [193], le test du Chi-deux est moins per-
formant que le test de Kolmogorov. De plus, il semble spe´cialement sensible
a` la de´pendance des e´chantillons [162].
Les tests base´s sur l’asyme´trie ou l’aplatissement semblent tre`s attractifs
pour des dure´es d’inte´gration conside´re´es comme e´leve´es (N > 1000), alors
qu’ils sont moins performants pour des e´chantillons petits (N ≤ 100) [184].
D’autres tests, comme celui de D’Agostino [101], ou celui de Shapiro et Wilk
[187], sont au contraire adapte´s a` des e´chantillons que nous qualifions de
courts (ca`d N de l’ordre de 100) [171]. Le test du Chi-deux est reconnu
comme e´tant moins puissant que le test de Kolmogorov [193], et que les
autres tests d’ajustement [184].
D’autres fac¸ons de tester la gaussianite´ consistent a` tester des proprie´te´s
(ne´cessaires et suffisantes) que doivent satisfaire les observations pour eˆtre
gaussiennes. Nous en avons vu un exemple avec le test de Lin et Mud-
holkar, qui e´tait base´ sur le the´ore`me de Crame´r. Un autre test consisterait
a` me´langer line´airement deux voies, et a` essayer de les se´parer par ACI
(Analyse en Composantes Inde´pendantes); ce test serait alors basse´ sur le
the´ore`me de Darmois [43]. Ce dernier test ne pre´sentrait pas grand inte´reˆt,
compte tenu de la difficulte´ que pre´senterait l’e´valuation de son niveau.
Si le but du test de normalite´ est de de´celer des diffe´rences de´cisives
entre le bruit et le signal, il peut eˆtre plus approprie´ de mesurer l’e´cart
entre les densite´s (ou fonctions de re´partition) empiriques d’une voie bruit
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et d’une voie signal. Le proble`me n’est donc plus un test de normalite´
mais un test diffe´rentiel de statistiques (une sorte de test d’homoge´neite´). Il
existe d’ailleurs un test diffe´rentiel propose´ par Smirnov. On peut e´galement
essayer de de´velopper une distribution en se´rie autour de l’autre, ce qui
donnerait naissance a` des cumulants centre´s autour du bruit, et non autour
de la loi normale. Bien que tre`s se´duisante, la faisabilite´ de cette seconde
approche reste malheureusement encore a` prouver.
Comme nous l’avons dit plus haut, une des limitations essentielles des
tests est due a` la de´pendance des e´chantillons, qui introduit un biais dans les
valeurs des seuils. C’est le meˆme phe´nome`ne que celui observe´ pour le test
du Chi-deux par Moore en 1982 [162]. L’influence de cette de´pendance sur
les tests d’asyme´trie et d’aplatissement a e´te´ analyse´e par Gasser dans [116].
Ce proble`me se rencontre malheureusement aussi dans les tests vectoriels
(cf. section b)).
b) Tests vectoriels
Il y a comparativement beaucoup moins de tests vectoriels de normalite´.
Nous avons releve´ les tests suivants:
1. Mardia (1970) : Une premie`re extension des tests scalaires, simple mais
peu puissante, aux dimensions supe´rieures a` 1 consiste a` projeter les
observations sur une droite arbitraire.
2. Mardia a propose´ comme de´finition de l’aplatissement l’espe´rance
mathe´matique du module a` la puissance 4 des mesures standardise´es,
E{ρ4n} [155]. Par construction, ce test est invariant par transformation
affine. D’autres tests multivariables sont possibles [157].
3. Andrews et al (1973) : Les auteurs abordent surtout le cas de la dimen-
sion 2. Ils proposent de calculer le module carre´ ρ2n et l’angle polaire θn
des e´chantillons standardise´s yn
def
= V
−1/2
x (xn− x¯n). Alors sous H0, ρ2n
suit approximativement une loi du Chi-deux a` deux degre´s de liberte´,
et θn suit une loi uniforme [77].
Cette ide´e s’e´tend pour le module carre´ en dimension quelconque p > 2,
puisqu’alors ρ2n suit approximativement une loi du Chi-deux a` p degre´
de liberte´; mais seul un des p − 1 angles est uniforme´ment distribue´
[157, page 314].
4. Hinich (1982) : Le test de normalite´ est un cas particulier du test de
line´arite´, comme nous l’avons de´ja` souligne´. Hinich est a` l’origine du
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Temps/ Inde´pendants/ Scalaire/
Fre´quence De´pendants Vectoriel
Fisher’22 T I S
Geary’35 T I S
Kolmogorov-Smirnov’48 T I S
Pearson-Hartley T I S
Shapiro-Wolk’65 T I S
Lilliefors’67 T I S
Mardia’70 T I V
d’Agostino’71 T I S
Moore’71 T I S
d’Agostino-Pearson’73 T I S
Andrews-et al’73 T I V
Stephens’74 T I S
Gasser’75 T D S
Vasicek’76 T I S
Saniga-Miles’79 T I S
Mardia’80 T I S
Lin-Mudholkar’80 T I S
Rao-Gabr’80 F D V
Moore’82 T D S
Hinich’82 F D V
Anscombe-Glynn’83 T I S
Mardia-Foster’83 T I V
Mardia-Kanazawa’83 T I V
Dallal-Wilkinson’86 T I S
Fukunaga-Flick’86 T I S
Csorgo’86 T I V
Epps’87 T D V
DalleMolle-Hinich’89 F D V
Steinberg-Zeitouni’92 T I V
Moulines-et al’93 T D V
Giannakis-Tsatsanis’94 T D V
Tugnait’94 F D V
Comon-Deruaz’95 T D V
Table 4.1: Synoptique des principaux tests
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premier test de line´arite´ de processus. Le test propose´ est base´ sur le
bispectre des observations: il est constant si le processus est line´aire,
et cette constante est nulle si le processus est gaussien.
5. Mardia - Foster (1983) : Les auteurs reprennent les proprie´te´s aux
ordres 1 et 2 de l’aplatissement vectoriel de´fini par Mardia en 1970,
et e´tablies en 1974. En outre, ils calculent le moment croise´ entre
l’asyme´trie et l’aplatissement vectoriels pour des e´chantillons finis sous
H0. [158]. On remarquera par exemple que les estimateurs sont biaise´s,
mais consistants.
6. Mardia - Kanazawa (1983) : Il est propose´ d’approximer la distribution
de l’aplatissement vectoriel empirique par une loi du Chi-deux. Le
moment d’ordre 3 de cet aplatissement est e´value´ analytiquement a`
cet effet [159].
7. Cso¨rgo¨ (1986) : Test de normalite´ base´ sur la fonction caracte´ristique
empirique. Le test suppose des e´chantillons inde´pendants [100].
8. Epps (1987) : Technique base´e sur l’e´cart entre des statistiques em-
piriques et leur valeur exacte sous H0. Comme dans [100], les hy-
pothe`ses composites sont traite´es (i.e. moyenne et variance inconnues).
La fonction caracte´ristique est un des exemples possibles de statistique
[106].
9. Steinberg - Zeitouni (1992) : Test base´ sur l’e´cart entre l’entropie
empirique sous hypothe`se gaussienne (calcule´e a` partir du spectre),
et l’entropie du processus estime´e de fac¸on moins restrictive [192].
L’inte´reˆt pratique de ce test reste a` montrer expe´rimentalement,
compte tenu de la complexite´ des expressions intervenant dans le calcul
de cette entropie
10. Moulines et al (1992) adoptent d’abord une approche inspire´e de Epps
[106], base´e sur une mesure de de´viation de la fonction caracte´ristique
[166].
Ils proposent ensuite un autre test sans doute plus inte´ressant,
proce´dant comme suit. On construit un processus sˆ(t) a` partir du
processus a` tester, x(t). L’ope´ration consiste a` tester si la moyenne
de sˆ(t) est e´gale a` sa moyenne sous H0, s0. On pensera notamment a`
incorporer dans sˆ(t) des puissances de x(t). La difficulte´ re´side dans
le calcul de la variance A de sˆ(t) − s0. La variable-test utilise´e sera
Q = N (sˆ− s0)TA−1(sˆ− s0), qui suit asymptotiquement une loi du χ2.
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11. Giannakis et Tsatsanis (1994) : Ces auteurs proposent de tester la
nullite´ d’un ensemble de p valeurs de la fonction de bi- ou de tri-
corre´lation [121], range´es dans un vecteur Z. Pour e´valuer le niveau
du test, ils supposent que son estimation Zˆ est approximativement
gaussienne (limite asymptotique) et testent la variable standardise´e
Q = N ZˆTA−1Zˆ, qui suit une loi du χ2 a` p degre´s de liberte´. Cepen-
dant, la variance A de Zˆ doit eˆtre estime´e, ce qui aura pour effet de
diminuer le nombre de degre´s de liberte´ de Q, du fait que Aˆ et Zˆ seront
corre´le´s, ce qui n’a pas e´te´ pris en compte.
12. Tugnait (1994) : Le test est base´ sur une forme partiellement inte´gre´e
du bispectre ou du trispectre [199]. L’avantage par rapport au test de
Hinich re´side dans une re´duction du couˆt calcul.
4.1.2 Statistiques du kurtosis multivariable
Le test qui nous semble posse´der le meilleur compromis entre complexite´ de
calcul et niveau est celui du kurtosis multivariable [157]. Cependant, ses
quantiles n’ont e´te´ e´value´s sous H0 que dans le cas i.i.d., comme nous allons
le voir ci-apre`s (section a)). C’est pourquoi nous avons poursuivi une e´tude
plus approfondie de ce test, dans le cas d’e´chantillons colore´s (section b)).
a) Cas i.i.d.
On suppose que les observations sont des vecteurs X(n), 1 ≤ n ≤ N , chacun
de dimension p, et que la suite des X(n) est stationnaire au second ordre,
de moyenne ze´ro et de covariance S. En outre dans cette section, on admet
qu’ils sont statistiquement inde´pendants, ce qui n’est e´videmment quasiment
jamais ve´rifie´ en pratique.
Le kurtosis multivariable de Mardia est une contraction du moment stan-
dardise´, de´finie par:
Bp(N) = 1
N
N∑
n=1
(
X(n)TS−1X(n)
)2
, (4.2)
Si on note Kˆ le tenseur moment centre´ d’ordre 4, et G l’inverse de la
matrice de covariance S, alors l’e´criture suivante est e´quivalente:
Bp(N) =
p∑
i,j,k,l=1
KˆijklGij Gkl, (4.3)
56 CHAPITRE 4
En pratique, la covariance S doit eˆtre remplace´ par une estime´e Sˆ,
corre´le´e avec les donne´es X(n), et la variable test devra eˆtre note´e Bˆp(N).
Dans le cas i.i.d. qui nous occupe dans cette section, les trois premiers
moments de ce kurtosis multivariable sont, sous l’hypothe`se H0:
µ1,B = E{Bˆp(N)} = p(p + 2) N − 1
N + 1
,
µ2,B = Var{Bˆp(N)} = 8p(p + 2)
N
+ o(N−2), (4.4)
µ3,B = 64
p(p + 2)(p + 8)
N2
+ o(N−3).
Ceci montre en particulier que pour N assez grand devant p (par exemple
N = 1000 et p = 2), Bˆp(N) peut eˆtre assimile´e a` une variable gaussienne.
Evidemment, la normalite´ asymptotique de telles variables est connue [157]
[136, ch.12], mais il est utile de savoir a` partir de quelle valeur de N cette
approximation est applicable sur le plan pratique.
Nous n’avons pas repris ces calculs dans le cas ou` Bp(N) serait con-
struit sur le tenseur cumulant, mais il semble qu’en premie`re e´valuation, les
re´sultats ne changent pas au second ordre. Dans la suite on conservera la
de´finition construite sur le tenseur moment, afin de pouvoir effectuer des
comparaisons.
b) Cas colore´
Conside´rons a` pre´sent notre proble`me original, et notons x(t) le processus a`
tester, 1 ≤ t ≤ N . Le test vectoriel portera sur la normalite´ conjointe d’un
nombre limite´ p d’e´chantillons. Pour ce faire, on construit le vecteur X(n)
suivant:
X(n) =


x(n∆+ 1)
...
x(n∆+ p)

 , 1 ≤ ∆ << N. (4.5)
Le parame`tre ∆ est fixe´ et permet d’ajuster un recouvrement e´ventuel.
Evidemment, les vecteurs X(n) ne sont inde´pendants que si ∆ − p est
supe´rieur a` la dure´e de corre´lation du procesus x(t). Or, il n’est pas tou-
jours possible de faire en sorte que ce soit vrai, notamment si on de´sire
1000 re´alisations identiquement distribue´es, compte-tenu de la dure´e de sta-
tionnarite´ du processus. On se propose donc de calculer la moyenne et la
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variance de la variable test:
Bˆp(N) =
p∑
i,j,k,l=1
Kˆijkl Gˆij Gˆkl
sous ces nouvelles conditions, pour de grandes valeurs de N (i.e. N grand
devant p).
Limites de l’approximation. On pose δ = Sˆ − S et ε = Kˆ − K. La
variance de ces quantite´s est de l’ordre de N−1. En effet, sous l’hypothe`se
H0, on obtient en utilisant la notation de McCullagh [160]:
Cov{Sˆab, Sˆcd}= 1
N2
N∑
m,n=1
([3]RanbnRcmdm −RanbnRcmdm) ,
Cov{Kˆabcd, Kˆefgh}= 1
N
N∑
m,n=1
([105]RanbnRcndnRemfmRgmhm
−[3]RanbnRcndn · [3]RemfmRgmhm) .
ou` Rinjm
def
= E{Xi(n)Xj(m)} = C(n−m)∆+i−j si Cτ de´signe la fonction
d’autocorre´lation du processus x(t). On peut aussi ve´rifier que la covari-
ance croise´e est aussi du meˆme ordre.
Dans le cas scalaire, ces re´sultats se simplifient:
Var{Sˆ}
S2
=
2
N2
N∑
m,n=1
k20(n−m)
C20
, (4.6)
Var{Kˆ}
K2
=
8
N2
N∑
m,n=1
k20(n−m)
C20
[
1 +
1
3
k20(n−m)
C20
]
, (4.7)
ou` on a note´ k0(s) = Cs∆, pour alle´ger les e´critures ulte´rieures. En partic-
ulier dans le cas i.i.d., on retrouve des re´sultats plus familiers:
Var{Sˆ}
S2
=
2
N
,
Var{Kˆ}
K2
=
32
3N
. (4.8)
On supposera dans la suite que ces variances sont petites, ce qui ne´cessite
que la corre´lation Cτ de´croisse suffisamment vite vers ze´ro. En d’autres
termes, il faut que le spectre de x(t) soit lisse et a` large support.
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De´veloppement a` l’ordre 2. De´veloppons la matrice Gˆ au second ordre
en δ:
Gˆ = G−GδG +GδGδG +O(δ3). (4.9)
Le kurtosis multivariable (4.3) peut alors eˆtre approxime´ de la fac¸on suivante,
apre`s quelques manipulations:
Bˆp = Bp +
∑
abcd
∑
ijkl
1
p4
εabcdGabGcd
− 2
p2
KabcdGabGciδijGjd
− 2
p2
εabcdGabGciδijGjd
+KabcdGaiδijGjbGckδklGld
+2KabcdGcbGaiδijGjkδklGld + o(N
−1). (4.10)
Cette expression nous permet maintenant de calculer la moyenne et la
variance de Bˆp(N), a` l’ordre deux en N−1:
E{Bˆp} = Bp +
∑
abcd
∑
ijkl
− 2
p2
GabGciGjdE{εabcdδij}
+KabcdGaiGldE{δijδkl}(GjbGck + 2GcbGjk) + o(N−1). (4.11)
et
Var{Bˆp} = +
∑
abcd
efgh
∑
ijkl
1
p4
GabGcdGefGghE{εabcdεefgh}
− 4
p2
KefghGabGcdGefGgiGjhE{εabcdδij}
+4KabcdKefghGabGciGjdGefGgkGlhE{δijδkl}+ o(N−1). (4.12)
A titre illustratif, on peut en de´duire dans le cas scalaire (colore´) les
expressions suivantes, que l’on peut ve´rifier par ailleurs par un calcul direct:
E{Bˆ1} ≈ B1 − 2
S3
E{εδ} + 3K
S4
E{δ2}, (4.13)
Var{Bˆ1} ≈ E{ε
2}
S4
+
4K2
S6
E{δ2} − 4K
S5
E{εδ}. (4.14)
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Mais les expressions obtenues jusqu’a` pre´sent sont ge´ne´riques, et il con-
vient de les traduire en fonction uniquement des moments d’ordre 2, puisque
nous sommes sous l’hypothe`se H0, et en tenant compte de la form partic-
ulie`re (4.5) du vecteur X(n).
Statistiques avec la covariance exacte. Si la covariance S e´tait connue,
il serait inutile de de´velopper G au second ordre comme nous l’avons fait
plus haut en pre´liminaires. Le biais serait alors nul, la moyenne valant alors
p(p + 2), et la variance s’obtiendrait en de´veloppant simplement Kˆ −K en
fonction de Cτ . En re´alite´ ce calcul s’est ave´re´ extreˆmement complique´. En
outre, nous savons que la variable Bp(N) aura une variance ne´cessairement
plus grande que Bˆp(N), puisque Sˆ et Kˆ sont corre´le´es (re´sultat ge´ne´ral sur
les variables-test studentise´es).
Cependant, ce calcul a malgre´ tout e´te´ mene´ a` terme, avec le recours a`
Maple pour de multiples ve´rifications. Nous avons obtenu:
Var{B1(N)} = 48
N
[
2 +
1
N
N−1∑
s=1
(N − s) k
2
0(s)
C20
(3 +
k20(s)
C20
)
]
, (4.15)
Var{B2(N)} = 16
N
[
20 +
1
N
∑N−1
s=1 (N − s)q0(s)
(C20 − C21 )4
]
. (4.16)
avec, en ayant adopte´ la notation compacte ki ≡ ki(s) ≡ Cs∆+i:
q0(s) = q2(s) + 16(C
2
0 − C21 )2
[
(2k20 + k
2
1 + k
2
−1)C
2
0 − 4k0(k1 + k−1)C0C1
+2(k20 + k1k−1)C
2
1
]
, (4.17)
ou` q2(s) est donne´e en (4.23). Il n’est pas possible de pre´senter par e´crit les
re´sultats pour p ≥ 3 en raison de leur longueur.
Statistiques avec la covariance estime´e. En re´alite´, il faut conside´rer le
cas ou` la covariance S est estime´e par la covariance empirique Sˆ. A pre´sent,
il faut exprimer non seulement G et K en fonction de Cτ , mais aussi les
moments d’ordre 2 du couple (ε, δ). On garde la notation ki(s) ≡ Cs∆+i
pour alle´ger les e´critures.
Pour p = 1, nous obtenons apre`s de longs calculs assite´s par Maple:
E{Bˆ1} = 3
[
1− 2
N
− 4
N2
N−1∑
s=1
(N − s)k
2
0(s)
C20
]
, (4.18)
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Var{Bˆ1} = 24
N
[
1 +
2
N
N−1∑
s=1
(N − s)k
4
0(s)
C40
]
. (4.19)
On peut ve´rifier que dans le cas i.i.d., la moyenne est bien de −6/N et la
variance de 24/N , ce qui est conforme aux re´sultats classiques en la matie`re
[138, vol.5, page 219], [156].
Le cas p = 2 est aussi inte´resant a` pre´senter, et doit sa (relative) sim-
plicite´ au fait que la matice inverse G s’exprime encore assez simplement en
fonction des e´le´ments de S. Nous obtenons:
E{Bˆ2} = 4
[
2− 4
N
− 1
N2
∑N−1
s=1 (N − s)q1(s)
(C20 − C21 )2
]
, (4.20)
Var{Bˆ2} = 16
N
[
4 +
1
N
∑N−1
s=1 (N − s)q2(s)
(C20 − C21 )4
]
, (4.21)
ou` les fonction q1(s) et q2(s) sont de´finies par:
q1(s) =
[
(k1 + k−1)
2 + 8 k20
]
C20−12 k0(k1+k−1)C1C0+2
[
(k1 + k−1)
2 + 2k20
]
C21 ,
(4.22)
q2(s) =
[
8(k20 − k1k−1)2 + 3(k21 + k2−1)2 + 12k20(k1 − k−1)2
]
C40
+4
[
8k40 + 3(5k
2
0 + k1k−1)(k1 + k−1)
2 − 4k−1k1(k20 + k1k−1)
]
C20C
2
1
+8
(
k2−1k
2
1 + k
4
0 + 4 k
2
0k1 k−1
)
C41
− 24 k0 (k−1 + k1)
[
(k21 + k
2
−1 + 2 k
2
0)C
2
0 + 2 (k−1 k1 + k
2
0)C
2
1
]
C0C1,(4.23)
4.1.3 Re´sultats sur signaux
Le test de normalite´ de´crit pre´ce´demment a e´te´ applique´ a` des signaux
synthe´tiques, et a` des signaux re´els d’acoustique sous-marine. Nous en re-
portons ci-apre`s un extrait. Dans chacun des jeux d’essais, tous les tests ont
utilise´ la meˆme estimatin de la fonction d’autocorre´lation Cτ pour chaque p
fixe´, si bien que seules les estimations de la moyenne et de la variance de la
variable-test sont diffe´rentes. On a choisi ∆ = p dans tous les tests.
La table 4.2 presente les valeurs obtenues pour le rapport:
t =
B − E{B}
V ar{B}1/2 , (4.24)
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Test Bˆ1,iid Bp Bˆp
Dim. p 1 1 2 1 2
Formule (4.4) (4.15) (4.16) (4.19) (4.21)
Gaussien
iid -0.165 -0.089 0.275 -0.165 0.643
MA(1) 0.248 0.115 0.251 0.249 0.598
MA(9) -0.255 -0.062 0.043 -0.117 0.121
AR(2) -0.106 -0.027 -0.139 -0.029 -0.279
Uniforme
iid -24.79 -12.39 -9.655 -24.79 -21.59
MA(1) -22.86 -11.18 -9.191 -22.84 -20.79
MA(9) -2.722 -0.666 -5.182 -1.620 -11.24
AR(2) -2.252 -0.494 -1.281 -1.283 -2.859
Mer
mer201 -1.067 -0.193 1.433 -0.630 3.197
mer202 1.661 0.355 2.009 1.339 4.613
mer204 1.482 0.281 1.591 1.154 3.666
mer205 1.866 0.340 7.074 1.316 15.59
Table 4.2: Valeurs du rapport t.
lorsque B de´signe soit Bˆp soit Bp. Les formules ayant servi a` estimer la
moyenne et la variance sont rappele´es en haut de chaque colonne.
Rappelons qu’asymptotiquement, t = ±1.960 correspond a` une proba-
bilite´ de de´tection de 95% (niveau 5%), et t = ±1.645 a` 90% (niveau 10%).
Les e´chantillons e´taient de taille N = 10000. La fonction d’autocorre´lation
a e´te´ calcule´e a` l’aide de toute la longueur de l’e´chantillon, mais seules les
200 premiers retards ont e´te´ pris en compte lorsque Cτ prenait une valeur
significative.
Tous les calculs ont e´te´ exe´cute´s q`a l’aide de Matlab sur une station
SUN4 SPARC5. Les simulations peuvent eˆtre reproduites en ge´ne´rant les
se´quences i.i.d. a` partir des racines 12345 et 1234567, pour les bruits gaussien
etuniforme, respectivement.
Conclusions. On constate que les processus colore´s non gaussiens (pilote´s
par une innovation uniforme) sont souvent classe´s comme gaussiens lorsque
les queues de corre´lation sont assez longues (e.g. les MA(9) ou AR(2)), sauf
pour notre test Bˆ2(N) qui s’en tire bien. Pour les bruits de mer, le test Bˆ2(N)
a toujours conclu “non gaussien”, contrairement aux re´ponses donne´es par
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le kurtosis scalaire sous hypothe`se i.i.d. De meˆme, le test non studentise´
B2(N) conclue au gaussien dans ce cas, ce qui est vraisemblablement errone´.
Ce travail, tre`s re´cent [30], est encore incomplet. Il serait utile d’effectuer
des simulations en nombre plus important. Par ailleurs, d’autres tests sont
en cours sur signaux acoustiques sous-marins.
4.2 Me´langes line´aires
4.2.1 Taxinomie
Il existe en re´alite´ un certain nombre de proble`mes similaires –mais distincts–
relatifs aux me´langes line´aires. Conside´rons le mode`le d’observation suivant:
y(t) = [H(z)] · x(t) + v(t), (4.25)
ou` y(t) est un processus vectoriel de dimension N , H(z) une fonction de
transfert de dimensions N ×Ns, x(t) est un processus vectoriel dit “vecteur
source”, et v(t) un bruit inde´pendant de x(t). Si Ns > 1, on supposera
que les sources xi(t) sont statistiquement inde´pendantes. En revanche, les
sources xi(t) ne sont pas toujours suppose´es blanches (au sens fort, ou meˆme
a` l’ordre 2).
Dans le mode`le (4.25), il est clair que le couple (H,x) n’est pas unique-
ment de´fini en l’absence d’hypothe`ses supple´mentaires. C’est pourquoi une
contrainte est ge´ne´ralement admise pour confe´rer l’unicite´ a` la solution. Nous
allons passer en revue les options possibles page 63 et suivantes.
Suivant l’application, le proble`me consiste soit a` identifier H (e.g. locali-
sation en traitement d’antenne, identification de syste`mes), soit a` extraire le
vecteur source (e.g. de´convolution, e´galisation). La litte´rature est tre`s abon-
dante en ce qui concerne l’identification entre´es-sorties, c’est a` dire lorsque
les entre´es sont aussi observe´es [91] [124] [135]. On s’est d’ailleurs aperc¸u au
fil des anne´es qu’il e´tait pre´fe´rable d’admettre que les entre´es aussi pouvaient
eˆtre bruite´es [189] [150].
On ne va cependant pas se pencher sur ce proble`me, mais sur celui
de l’identification (ou de la de´convolution) dite “autodidacte”, c’est a` dire
uniquement a` partir de l’observation des sorties du syste`me. Ce type
d’identification a aussi rec¸u d’autres qualificatifs, tels que “aveugle”, “my-
ope”, ou meˆme “extralucide”. Mais ces derniers semblent moins approprie´s.
Lorsque H(z) est une constante, on parlera de proble`me de se´paration de
sources, ou d’Analyse en Composantes Inde´pendantes si la cohe´rence tem-
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porelle n’est pas expoite´e (e.g. si toutes les sources ont meˆme spectre), et
de se´paration de signaux dans le cas contraire. On parlera en revanche de
de´convolution autodidacte ou aveugle (blind deconvolution en anglais) lorsque
la fonction de transfert n’est pas re´duite a` une constante. La se´paration de
signaux et l’ACI sont donc des cas particuliers de la de´convolution autodi-
dacte.
A priori deux familles d’approches sont possibles: l’approche identifica-
tion consistant a` estimer H(z), et l’approche de´convolution, ou` les entre´es
sont estime´es directement. Si on cherche au bout du compte a` reconstru-
ire les signaux-source, la premie`re approche ne´cessitera alors le calcul des
re´sidus (pre´diction line´aire).
Annonc¸ons tout de suite que:
1. Le proble`me de la se´paration de signaux est soluble a` l’ordre 2.
2. Le proble`me de l’ACI n’est pas soluble a` l’ordre 2, sauf cas particulier
(cf. sections suivantes), et le recours aux SOE est ne´cessaire.
3. Le proble`me de la de´convolution autodidacte n’est en ge´ne´ral pas solu-
ble a` l’ordre 2, sauf dans le cas multivariable (N > 1) et sous certaines
conditions portant sur la matrice H(z), et sur le nombre de capteurs
(N > Ns) [151].
Les me´thodes de re´solution actuelles ne sont pas adapte´es a` la pre´sence
de bruit, e´ventuellement non gaussien. Seules, les me´thodes cherchant a`
maximiser un contraste peuvent supporter un bruit non gaussien, toutefois
en dessous de 0dB (la mesure du rapport signal a` bruit n’a de sens dans ce
cas que si les sources et le bruit ont meˆmes statistiques).
Notons que pour des dure´es d’inte´gration finies, ce qui est la situation
pratique incontournable, les erreurs d’estimation sur les cumulants peu-
vent eˆtre vues au premier ordre comme du bruit additif non gaussien; d’ou`
l’importance d’un minimum de robustesse des me´thodes vis a` vis du bruit
non gaussien.
Pour y voir plus clair, tentons de dresser une liste des hypothe`ses que
l’on peut faire dans les diffe´rentes approches:
Hypothe`ses sur les sources.
S0. Les sources x(t) sont inde´pendantes. Cette hypothe`se est commune a`
toutes les approches. Les approches a` l’ordre r se contenteront bien
suˆr de l’inde´pendance a` l’ordre r.
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S1. Les sources xi(t) sont chacune i.i.d.
S2. Les sources sont blanches a` l’ordre 2. Si les spectres des sources sont
connus, on se rame`ne a` cette hypothe`se en reportant une racine du
spectre de xi dans la fonction de transfert Hii(z). Cette hypothe`se est
plus faible que S1.
S3. Les sources sont de variance 1. Avec l’hypothe`se S2 (ou S1), cette
condition entraine que la matrice spectrale des sources est constante
et e´gale a` l’identite´.
S4. Le nombre de sources Ns est strictement infe´rieur au nombre de cap-
teurs N . Cette hypothe`se est ne´cessaire dans la se´paration de sources
a` l’ordre 2.
S5. Les sources ont une distribution discre`te. Cette hypothe`se permet non
seulement la se´paration a` l’ordre 2, mais permet aussi de s’affranchir
d’autres hypothe`ses.
Hypothe`ses sur le filtre.
F1. Les e´le´ments diagonaux de H(z) sont constants et valent 1. Nous
e´crivons ceci: DiagH(z) = I,∀z.
F2. Les colonnes de H(z) sont normalise´es. Autrement dit,
DiagH(z)†H(z) = I, ∀z. Cette convention remplace F1 lorsqu’elle
est plus agre´able a` manipuler.
F3. La normalisation des colonnes de H(z) est faite globalement sur tout le
spectre: Diag
∮
H(z)†H(z)dz = I. Cette normalisation est plus faible
que F2.
F4. La matrice H(z) est une matrice colonne de rang plein, pour tout z.
Ceci implique en particulier que, si H(z) est un filtre RIF, alors il
admet un inverse a` gauche lui-meˆme RIF; en d’autres termes, H(z) est
a` minimum de phase.
F5. H(z) est un filtre RIF dont on connait exactement le degre´.
Proprie´te´s duˆes a` un pre´traitement de y(t).
Y1. Chaque observation y(t) est de variance 1.
Y2. Chaque composante yi(t) est pre´alablement blanchie a` l’ordre 2. On
supposera que cette ope´ration est mene´ avec l’adoption supple´mentaire
des hypothe`ses S2 et S3, de sorte qu’on obtient alors la relation
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DiagH(z)H(z)† = I,∀z. Il s’agit alors d’une normalisation des lignes
de H(z).
Y3. Le processus vectoriel y(t) est pre´alablement blanchi a` l’ordre 2 dans
son ensemble. Autrement dit, E{y(z)y(z)†} = I. Avec S2 et S3, cette
ope´ration entraine que H(z)H(z)† = I,∀z, ce que l’on admettra sous
Y3. Ce pre´traitement est tre`s fort, puisqu’il exploite entie`rement les
statistiques d’ordre 2.
Y4. Les lignes de H(z) sont normalise´es globalement sur tout le spectre.
Autrement dit, Diag
∮
H(z)H(z)†dz = I. Cette hypothe`se est plus
faible que Y2, et a fortiori que Y3.
Hypothe`ses sur le bruit
B1. Le bruit v(t) est gaussien et blanc temporellement.
B2. Le bruit est de cohe´rence spatiale G connue: E{v(t)v(t)†} = σ2G, ou`
σ est inconnue.
Chaque hypothe`se conduira, suivant le type de proble`me conside´re´, a` des
algorithmes tre`s diffe´rents, comme nous le verrons plus loin (cf. section 4.2.2
et suivantes).
4.2.2 Tour d’horizon bibliographique
Ce tour d’horizon n’a pas la pre´tention d’eˆtre totalement exhaustif. En
revanche, son objectif est de donner un e´chantillonnage assez complet des
proble`mes relatifs a` la de´convolution aveugle des me´langes line´aires qui sont
ou ont e´te´ a` l’e´tude.
a) De´convolution scalaire
Le proble`me de la de´convolution “aveugle”, c’est a` dire sans se´quence
d’apprentissage, a e´te´ beaucoup e´tudie´ depuis les travaux de Sato et Go-
dard dans les anne´es 75-80. Ces algorithmes minimisent de fac¸on ite´rative
un crite`re mesurant l’e´cart entre une statistique de la sortie de l’e´galiseur et
la meˆme statistique de la source [63].
Benveniste, qui a analyse´ en profondeur le comportement de ce type de
crite`re, ainsi que celui des algorithmes ite´ratifs propose´s pour le minimiser
[83] [82], est a` l’origine du qualificatif “aveugle”.
Macchi et Eweda ont analyse´ de leur coˆte´ la convergence d’un algorithme
d’e´galisation consistant a` minimiser l’e´cart entre la sortie et la sortie de´sire´e
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(assimile´e a` l’e´le´ment le plus proche dans un alphabet donne´) par un algo-
rithme du gradient stochastique [154].
Une des approches les plus prometteuses est sans aucun doute celle
revendique´e par Donoho [105]. Apre`s avoir de´fini une relation d’ordre en-
tre variables ale´atoires par leur e´cart a` la normalite´, il propose une famille
de crite`res restant compatibles avec cette relation. Pour notre part, nous
appellerons ces crite`res des contrastes statistiques. L’entropie et le kurtosis
sont notamment des contrastes.
Shalvi et Weinstein ont propose´ dans [186] un algorithme de maximisa-
tion ite´rative du kurtosis. Ils en ont analyse´ la convergence; on peut aussi
consulter les commentaires de Tugnait a` ce sujet publie´s dans [198].
Lorsque la source est blanche au sens fort, il est toujours possible
d’emprunter une approche identification ARMA (pouvant faire intervenir
les SOE), et de calculer les re´sidus. Cette approche reste d’ailleurs appli-
cable dans le cas multivariable (cf. page 70). Compte-tenu de l’e´norme
quantite´ de travaux publie´s dans ce domaine, le plus simple est de se re´fe´rer
a` l’article de synthe`se de Swami [194].
Le choix entre les techniques base´es sur les SOE ou celles de type Sato
reste une question ouverte. On peut par exemple mentionner le de´bat ouvert
par Proakis dans [177], pre´sentant notamment les avantages des approches
multispectrales.
Une variante est celle propose´e par Bellini [80], ou` l’utilisation de cumu-
lants “ge´ne´ralise´s” est pre´conise´e; ces cumulants sont de´finis comme e´tant la
corre´lation entre les observations et une filtre´e non line´aire de ces dernie`res.
L’inte´reˆt du recours aux SOE dans ce type de proble`me a e´te´ souligne´
par Lacoume dans [142].
La connaissance du fait que la source est de distribution discre`te peut
eˆtre exploite´e, que la source soit blanche ou non. La question importante
est de savoir comment un algorithme base´ uniquement sur cette information
se comporte en pre´sence de bruit. Par exemple dans [118], Gassiat suppose
que la fonction de transfert remplit toute la bande, et que le bruit est blanc
gaussien et de variance inconnue.
b) Se´paration de signaux
Le proble`me de la se´paration de signaux, tel que nous l’avons de´fini en section
4.2.1, exploite le fait que les signaux ont des spectres d’ordre 2 diffe´rents.
Cette ide´e a e´te´ propose´e a` l’origine par Fety [110], mais a e´te´ a` notre avis
mal exploite´e, peut-eˆtre parce que en partie mal pre´sente´e. Cependant, tous
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les e´le´ments ne´cessaires s’y trouvent. Un expose´ technique sera de´veloppe´
en section 4.2.3 page 72, et donnera l’essentiel de cette approche, pre´sente´
de la fac¸on qui s’impose a` mon avis [68].
Tong et Liu ont, inde´pendamment et bien plus tard, expose´ leur approche
du proble`me, et ont analyse´ les conditions d’identifiabilite´ de la matrice de
me´lange [196].
Plus re´cemment, VanGerven a propose´ une approche applicable seule-
ment dans le cas de 2 sources et de 2 capteurs [119], a` mon avis peu
inte´ressante. En effet, elle proce`de par recherche exhaustive a` la re´solution
d’un syste`me d’e´quations non line´aires. Leur approche ressemble un peu a`
celle de Nguyen-Thi [168], mais pour un proble`me bien plus simple.
En revanche, une e´tude plus inte´ressante a e´te´ publie´e par Belouchrani
et alterae [81]. Elle consiste a` diagonaliser conjointement (de manie`re
e´videmment approximative) un ensemble de matrices de covariance (ce con-
cept avait de´ja` e´te´ introduit par Souloumiac pour l’ACI [190]); en outre, une
e´valuation des performances asymptotiques est pre´sente´e. Cette approche
est a priori meilleure que celle de Tong puisqu’elle est base´e sur plusieurs
matrices de covariance.
Avant de conclure, il convient de souligner l’inte´reˆt malgre´ tout assez
limite´ de ce genre de proble`me, vu du coˆte´ des applications. L’identification
de me´langes instantane´s est surtout rencontre´ en tant que sous-proble`me
de me´langes re´els, qui sont en tre`s grande majorite´ convolutifs. Dans ce
sous-proble`me, il s’ave`re justement que les signaux sont blancs, et que les
conditions d’identifiabilite´ requises dans la se´paration de signaux ne sont pas
ve´rifie´es. On se trouve en pre´sence du proble`me d’Analyse en Composantes
Inde´pendantes (ACI), sur lequel nous allons nous pencher maintenant.
c) Se´paration de sources (ACI)
Le proble`me de l’ACI a e´te´ introduit a` l’origine par Jutten et He´rault [132].
Un algorithme ite´ratif de nature neuro-mime´tique e´tait propose´ pour sa
re´solution. A l’e´poque, son fonctionnement e´tait passe´ pour un myste`re,
qui a trouve´ explication ulte´rieurement [49] [51] [6]. Le meˆme proble`me a
e´te´ aborde´ par Bar-Ness quelques anne´es plus toˆt, mais de manie`re tre`s
diffe´rente, et avec vraisemblablement une moins bonne compre´hension de
l’outil et de sa porte´e [79].
La ne´cessite´ de recourir aux SOE pour permettre l’identifiabilite´ a e´te´
reconnue inde´pendamment par Lacoume [144] et Comon [49] [50] [48]. Fort
de cette constatation, Lacoume et Ruiz proposaient une identification base´e
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sur la minimisation de la somme des carre´s des cumulants croise´s [144].
Cependant, cet algorithme e´tait couˆteux, et pratiquement inutilisable pour
plus de trois sources.
L’approche de Gaeta a e´te´ celle du maximum de vraisemblance. Il a
constate´ que si les cumulants d’ordre 3 sont nuls, alors la vraisemblance
approche´e revient au crite`re pre´ce´dent [114]. On notera en particulier que
ce sera le cas des variables ale´atoires complexes circulaires. Cette analyse
donne un autre e´clairage du proble`me, mais ne propose pas de nouvel algo-
rithme nume´rique. Par ailleurs, ce crite`re rejoint celui propose´ par Cardoso
et Souloumiac d’une part [97] [190], et celui propose´ par Comon d’autre part
[43], dont nous allons parler dans un instant.
Dans le meˆme contexte, il est possible de calculer la borne de Crame´r-
Rao; ces re´sultats sont pre´sente´s par Lacoume et Harroy, avec le formalisme
ne´cessaire au cas complexe [143]. Il est important de souligner que dans le cas
complexe, la pre´servation de la structure tensorielle des SOE est pre´cieuse
[142].
Souloumiac et Cardoso ont mis au point une technique de diagonalisa-
tion conjointe de plusieurs matrices (en nombre supe´rieur a` deux, ce qui
n’est possible qu’approximativement) [191] [96] [190] [97]. Il a e´te´ constate´
que ses performances the´oriques sont similaires a` l’approche par contrastes
de Comon [94]. Cette constatation a e´te´ confirme´e inde´pendamment par
Chevalier quelques anne´es plus tard sur le plan expe´rimental [98].
Les crite`res de contrastes, de´ja` introduits dans le cas scalaire pour la
de´convolution (cf. section a) page 65), sont des crite`res inte´ressants dans
le cas de l’ACI car ils permettent de confe´rer une certaine optimalite´ au
sens probabiliste aux solutions obtenues, notamment en pre´sence de bruit,
e´ventuellement non gaussien [21] [2]. Ces crite`res seront pre´sente´s plus en
de´tail dans la section 4.2.5 page 83.
Comme cela a e´te´ dit plus haut, dans le cas ou` les cumulants d’ordre
3 sont nuls, la fonction de vraisemblance approxime´e coincide avec un con-
traste. Mais d’autres crite`res faisant intervenir les cumulants d’un ordre fixe´
r quelconque plus grand que 2 sont des contrastes [2]. L’information mutuelle
est elle aussi un contraste, et peut eˆtre approxime´e par un de´veloppement
d’Edgeworth de la densite´. Ceci donne lieu a` des crite`res faisant intervenir
les cumulants d’ordre 3 et 4 [2]; les expressions correspondantes sont (4.60)
(4.66).
Un algorithme d’optimisation a e´te´ e´galement propose´ par Comon, base´
sur les rotations de Givens [43] [2]. Les solutions sont particulie`rement sim-
ples dans le cas de deux sources, comme on le montre dans la section 4.2.6.
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He´las cette simplicite´ n’est conserve´e dans le cas complexe qu’en l’absence
de bruit [21] [3].
Plusieurs solutions re´cursives ont e´te´ propose´es dans la litte´rature pour
re´aliser la se´paration de sources. La premie`re est de´crite dans l’article en
deux volets [133] [6]; cet algorithme est du type Robbins-Monro. Une autre
a e´te´ propose´e par Comon, mais n’est pas non plus du type gradient [50].
Par contre Moreau et Macchi ont propose´ plusieurs algorithmes de type LMS
minimisant des crite`res de contraste [164] [165] [163].
Cardoso et Laheld introduisent le concept de gradient relatif [145], per-
mettant d’atteindre des performances qui ne de´pendent que du niveau de
bruit (qui est suppose´ faible) et de la distribution des sources, et pas de la
matrice de me´lange [94].
Par ailleurs, Cardoso a explique´ comment faire un usage optimal des
cumulants d’ordre 4 dans un contexte d’ajustement de mode`le [95], pour le
proble`me de l’ACI. Il s’agit ici de l’ajustement des cumulants d’entre´e ou de
sortie.
Enfin, signalons qu’une fonction de contraste a e´te´ propose´e par Krob
pour l’identification de transformations line´aires-quadratiques [141]. Des
articles longs sur ce sujet devraient paraitre prochainement.
Un re´sultat plus curieux est celui de Gamboa, qui a montre´ re´cemment
que l’ identifiabilite´ est possible a` l’ordre 2 si sources sont de distribution
discre`te [115].
Tre`s peu d’auteurs se sont penche´s sur le cas ou` le nombre de sources est
supe´rieur au nombre de capteurs, et ce sujet est encore tre`s prospectif. Il
semblerait que l’on doive soit utiliser un mode`le de re´ception [93], mais alors
il ne s’agit plus d’identification aveugle, soit restreindre le type de me´lange
a` une classe parame´tre´e, par exemple les retards purs [31], soit avoir recours
a` des outils d’alge`bre multiline´aire (cf. section 4.3), qui sont he´las d’une
grande complexite´ [24]. Quoiqu’il en soit, il est clair que si l’identification
est parfois possible, la se´paration des sources, elle, ne l’est pas, du moins de
fac¸on exacte, meˆme asymptotiquement.
d) De´convolution vectorielle a` l’ordre 2
Comme cela a e´te´ annonce´ page 63, le proble`me de de´convolution aveugle
peut eˆtre soluble a` l’ordre 2 sous certaines conditions dans le cas multivari-
able (N > 1). Cette constatation, qui peut paraite un peu surprenante, a
e´te´ bien re´sume´e par Loubaton [151].
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Si le filtre H(z) est causal et d’inverse causal et stable, alors il est iden-
tifiable a` l’ordre 2 seulement, a` une ACI pre`s. Si de plus il est FIR de rang
plein pour tout z, alors le spectre des sources peut eˆtre aussi identifie´. Tong
et Xu [197] sont a` l’origine de l’ide´e de de´part, qui a e´te´ ensuite ame´liore´e par
Moulines et d’autres co-auteurs [167]. Cette solution fonctionne en pre´sence
d’une seule source.
Gesbert a propose´ re´cemment une implantation adaptative de cette so-
lution dans [120], toujours pour une source. Par ailleurs, Abedmeraim et
alterae ont ge´ne´ralise´ la re´solution au cas de plusieurs sources [75]. Une
autre direction de ge´ne´ralisation est celle de la coloration des sources; Fi-
jalkow et Loubaton ont propose´ re´cemment une technique pour traiter le cas
d’une source ARMA, en pre´sence de bruit corre´le´ spatialement [111].
L’ide´e d’identifier un mode`le ARMA monique suivi d’une ACI avait e´te´
propose´ par Comon dans [49] ou [21]. Mais l’identification MA monique
faisait appel aux SOE, ce que l’on peut de´sormais e´viter.
e) De´convolution vectorielle avec les SOE
L’ide´e la plus ancienne consiste a` supposer que les sources sont blanches
temporellement (au sens fort) et spatiallement (inde´pendantes), et a` iden-
tifier un mode`le line´aire, ARMA par exemple. L’estimation des sources se
fait alors par le calcul des re´sidus (pre´diction line´aire), comme dans le cas
scalaire. Meˆme dans le cas vectoriel, il y a aujourd’hui un tre`s grand nom-
bre de techniques qui ont e´te´ propose´es. On peut se re´fe´rer aux travaux
de Swami et al [194], ainsi qu’aux synthe`ses dresse´es par l’e´quipe de Favier
[104] [108] [109]. La diffe´rence fondamentale entre les cas scalaire et vectoriel
est que le recours a` l’ACI est ne´cessaire pour terminer l’identification si le
mode`le n’est pas monique (i.e. B0 6= I) [49] [5].
L’ide´e la plus simple qui vient ensuite a` l’esprit est celle de l’extension au
cas convolutif des premiers algorithmes ite´ratifs propose´s pour l’ACI, comme
celui de He´rault et Jutten [125]. C’est ce qu’on fait Jutten et Nguyen-Thi
dans [168], par annulation ite´rative des cumulants de type 31 et 13, mais sans
grand succe`s. On connait les proble`mes de convergence dont souffre de´ja` cet
algorithme dans le cas instantane´ [6]. Plus pre´cise´ment, ces proble`mes sont
d’une part la vitesse de convergence (tre`s variable, et parfois extreˆmement
lente), mais aussi l’absence de solutions parmi les points stationnaires de
l’algorithme, suivant les circonstances. Ces proble`mes risquent d’eˆtre encore
plus insurmontables dans le cas convolutif.
Comon s’est penche´ sur la faisabilite´ des approches multispectrales bande
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e´troite. L’ide´e est tre`s simple: si on se place en bande e´troite, le me´lange
devient complexe instantane´, et peut eˆtre identifie´ par ACI. Toutefois, cette
approche est peu satisfaisante. En effet, si le rapport signal a` bruit est
faible, il peut eˆtre indispensable d’utiliser toute la bande du signal utile.
Il se trouve qu’il est tre`s difficile de fusionner les re´sultats obtenus dans
chacune des bandes, meˆme dans le cas de me´langes tre`s simples comme
les retards purs amortis [21], a` cause de l’inde´termination pre´sente dans le
mode`le (permutation).
Il est clair que la solution du proble`me des me´langes convolutifs est
inde´termine´e a` une matrice diagonale de filtres pre`s, et a` une permutation
pre`s. On peut se de´barrasser de la premie`re inde´termination en imposant
(e´ventuellement provisoirement) une contrainte telle que S1 ou F1. En re-
vanche, on ne peut contourner efficacement la seconde, qui n’est d’ailleurs
ge´ne´ralement pas geˆnante, sauf pre´cise´ment dans le cas pre´sent. En ef-
fet, il est important de remarquer qu’en scindant un proble`me a` bande
large en plusieurs proble`mes a` bande e´troite, on multiplie artificiellement
l’inde´termination en autant de permuations que de bandes. C’est la` que se
situe la maladresse.
Capdevielle propose une technique de de´termination des permutations
base´e sur les liens statistiques pouvant exister entre diffe´rents canaux
fre´quentiels [92]. Cette approche est inspire´ de [185], ou` un pre´traitement
avait e´te´ ne´cessaire pour rehausser la corre´lation et ame´liorer e´ventuellement
le conditionnement; le proble`me e´tait celui d’un filtrage RIF avec acce`s a`
une re´ponse de´sire´e. Cette technique risque vraisemblablement de ne pas
marcher lorque les hypothe`ses du the´ore`me de la limite centrale s’appliquent.
En revanche, on peut espe´rer qu’elle fonctionne lorsque les sources contien-
nent des raies spectrales corre´le´es (par exemple, pour des machines tour-
nantes). Certains liens doivent exister avec les travaux de Krob [139].
Dans le cas de Ns = 2 sources, Yellin et Weinstein ont propose´ un al-
gorithme ite´ratif base´ sur une proprie´te´ que doivent ve´rifier les multispec-
tres croise´s entre l’observation et la sortie du filtre de´convolueur. Il s’agit
d’une approche large bande, qui peut eˆtre formule´e dans le domaine temps.
Pre´sente´ a` l’origine a` l’ordre 3 [202], l’algorithme a e´te´ e´tendu a` l’ordre 4
[203] (ce qui e´tait d’ailleurs e´vident). Cependant, cet algorithme posse`de de
fortes limitations; en effet, on ne dispose pas de preuve de sa convergence,
et il n’a e´te´ justifie´ et expe´rimente´ qu’en l’absence totale de bruit.
Inouye a e´tendu re´cemment l’algorithme de Shalvi base´ sur la maximi-
sation du kurtosis au cas multivariable [130]. Ceci semble inte´ressant, et
rejoindrait les axes de recherche que nous proposons, lie´s aux fonctions de
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contraste. Quelques outils sont sugge´re´s dans la section 4.2.5 a` cette inten-
tion, et devront eˆtre confronte´s aux travaux de Inouye (ce qui n’a pas encore
e´te´ fait).
Enfin, reste le cas des me´langes particuliers, comme celui des retards
purs (non multiples de la pe´riode d’e´chantillonnage) amortis. Il a e´te´
montre´ par Emile et Comon qu’il e´tait possible d’identifier directement (non
ite´rativement) la fonction de transfert. En outre, l’identification du me´lange
reste possible dans le cas ou` le nombre de sources est supe´rieur au nombre
de capteurs, ce qui est une sorte de curiosite´ [31].
On va a` pre´sent exposer la philosophie de la se´paration de signaux. On
abordera ensuite les outils relatifs aux fonctions de contrastes (de´die´s aux
me´langes instantane´s ou convolutifs), pour enfin se pencher sur l’ACI.
4.2.3 Se´paration de signaux
a) Me´langes instantane´s inversibles de signaux
Supposons que l’on observe un signal ale´atoire y(t) a` N composantes, et que
ce dernier satisfasse le mode`le line´aire suivant:
y(t) = Hx(t), (4.26)
ou` H est une matrice carre´e inversible, et x(t) un signal dont les N compo-
santes xn(t) sont statistiquement inde´pendantes et non identiquement nulles.
Ce me´lange sera dit instantane´ car la re´ponse impulsionnelle du filtre dont
les entre´es sont xn(t) et les sorties yn(t) est une constante. La question que
l’on se pose est de savoir s’il est possible d’identifier la matriceH uniquement
a` partir de l’observation des sorties yn(t).
Proposition 4.2.1 S’il existe une solution particulie`re (Ho, xo(t)), alors
il existe toute une classe de solutions (H,x(t)) de la forme H = HoΛP ,
x(t) = P TΛ−1xo(t), se de´duisant de la solution particulie`re par un change-
ment d’e´chelle Λ (matrice diagonale re´gulie`re) et une permutation P .
Dans cette mesure, on peut dire que le proble`me est mal pose´. On
peut soit chercher un repre´sentant canonique de la classe d’e´quivalence des
solutions, soit une solution particulie`re quelconque, sachant que la seconde
donnera acce`s a` la premie`re, et que toutes deux pourront ge´ne´rer l’ensemble
des solutions. Nous de´crivons donc maintenant une me´thode permettant
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d’obtenir une solution particulie`re, dont le principe a e´te´ propose´ a` l’origine
par Fety [110, p.109].
La matrice de covariance de l’observation, Γij(τ) = C{yi(t) yj(t + τ)},
s’e´crit en fonction de la matrice de covariance de x, note´e Cij(τ):
Γ(τ) = H C(τ)H, (4.27)
ou` la matrice C(τ) est diagonale quelle que soit la valeur de τ , puisque les
composantes de x(t) sont inde´pendantes. Une fac¸on d’aborder ce proble`me
est de construire les deux matrices suivantes:
Γ1 =
∑
τ
ατ Γ(τ), et Γ2 =
∑
τ
βτ Γ(τ), (4.28)
ou` ατ et βτ sont des coefficients scalaires arbitraires qu’il faudra choisir
de fac¸on a` satisfaire les conditions d’identifiabilite´ (que nous allons aborder
ci-apre`s).
Il existe au moins un jeu de coefficients {ατ , βτ} tel que Γ2 soit inversible.
En effet, Γ(0) est par exemple inversible car H et C(0) le sont. On peut donc
dore´navant supposer que Γ2 est inversible sans restreindre la ge´ne´ralite´. Les
matrices Γ1 et Γ2 ve´rifient:
Γ1 = HK1H
T , et Γ2 = HK2H
T , (4.29)
ou` K1 et K2 sont des matrices diagonales. Soit la de´composition en e´le´ments
propres ge´ne´ralise´s suivante:
Γ1 U = Γ2 U Λ, (4.30)
ou` U est une matrice inversible et Λ une matrice diagonale. Les colonnes
de U sont les vecteurs propres du faisceau {Γ1,Γ2} et les e´le´ments de Λ les
valeurs propres associe´es (valeurs propres d’une matrice Γ
−1/2
2 Γ1Γ
−T/2
2 ).
Proposition 4.2.2 La matrice H peut eˆtre identifie´e a` une permutation et
un facteur d’echelle pre`s si et seulement si les valeurs propres Λnn du faisceau
{Γ1,Γ2} sont toutes distinctes.
Pour de´montrer cette proposition, il est plus clair d’introduire les deux
lemmes suivants [68].
Lemme 4.2.3 Si une matrice W inversible satisfait une relation KW =
WΛ, ou` K et Λ sont diagonales, alors il existe (au moins) une permutation
P telle que K = P TΛP .
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De´monstration. Nous avons KiiWij = WijΛjj, pour tout couple (i, j).
Comme W est de rang plein, il existe au moins un e´le´ment non nul Waj
dans chaque colonne j, ce qui montre que pour tout j, il existe un a tel
que Λjj = Kaa. Ce re´sultat peut eˆtre aussi vu comme une conse´quence de
l’unicite´ de la de´composition spectrale.
Lemme 4.2.4 Les seules matrices A satisfaisant AΛ = ΛA, ou` Λ est diag-
onale de composantes toutes distinctes, sont les matrices diagonales.
De´monstration. La matrice A doit ve´rifier pour tout couple (i, j) la
relation Aij(Λii − Λjj) = 0. Il est alors e´vident que si les composantes de Λ
sont toutes distinctes, Aij = 0 pour i 6= j.
De´monstration. (proposition 4.2.2). Supposons Γ2 inversible, sans
restreindre la ge´ne´ralite´. Les matrices H et Γ2 e´tant inversibles, la relation
HK1H
T U = HK2H
T UΛ implique que K−12 K1H
TU = HTU Λ. Or d’apre`s
le lemme 4.2.3, nous avons ne´cessairement K−12 K1 = P
TΛP , ou` P est une
permutation. Il vient donc que ΛPHTU = PHTU Λ. Maintenant d’apre`s
de lemme 4.2.4, la matrice PHTU doit eˆtre diagonale. Appelons-la ∆. On
a donc finalement H = U−T∆P , ce qui montre que H a e´te´ identifie´e aux
matrices multiplicatives ∆ et P pre`s.
b) Me´langes instantane´s singuliers
Si Γ1 et Γ2 sont singulie`res, les conditions d’identifiabilite´ de la proce´dure
pre´ce´dente ne sont plus force´ment valables. Il en est de meˆme si H est
rectangulaire ou carre´e singulie`re. Nous qualifions ces mode`les de singuliers.
En pratique, si on s’attaque a` un proble`me d’identification aveugle, on ne
sait en ge´ne´ral pas grand chose sur la matrice H, et il pourrait bien se faire
notamment qu’elle soit singulie`re. Cela ne peut et ne doit se de´tecter dans
le cadre de l’identificaton aveugle, qu’a` partir des observations y(t). Dans
tous les cas, le mode`le
y(t) = H x(t) + v(t) (4.31)
est sans doute plus re´aliste, ou` la matrice H est e´ventuellement singulie`re,
et ou` v(t) est un signal de “nuisance”, indiquant l’e´cart entre l’observation
re´elle et le mode`le ide´al. Pour un syste`me ayant moins d’entre´es que de
sorties, H aura pour rang au plus le nombre d’entre´es s’il n’y a pas de bruit.
Inversement, pour un syste`me ayant plus d’entre´es que de sorties, N entre´es
INTERVENTION DES SOE DANS QUELQUES PROBLE`MES 75
seront prises en compte dans la partie Hx(t), et les autres devront figurer
dans le terme v(t) au titre de nuisances.
Pour tenter de discerner les diffe´rentes singularite´s, nous proposons la
proce´dure suivante.
1. Si Γy(0) est singulie`re, alors la matrice H n’est pas inversible. Notons
la de´composition spectrale de Γy(0) comme suit:
Γy(0) = RS R
T , (4.32)
ou` S est diagonale inversible de dimension r × r. Les matrices H
et Γy(0) ayant le meˆme espace image (de dimension r), il existe une
matrice H¯ de rang plein est de taille r ×N telle que H = RH¯. On a
calcule´ R, voyons maintenant comment identifier H¯. On peut poser
y¯(t) = RT y(t), (4.33)
et conside´rer le mode`le y¯(t) = H¯ x(t) + v¯(t), ou` Γy¯ est inversible. On
est alors ramene´ au point suivant.
2. Si Γy(0) est re´gulie`re, on peut appliquer la proce´dure de´crite dans la
section a) pour identifier le me´lange. Si les valeurs propres Λnn sont
distinctes, on peut estimer les signaux source par la relation
xˆi(t) = U
T y(t). (4.34)
De deux choses l’une. Ou bien certains signaux xˆi(t) obtenus sont suffi-
samment de´corre´le´s entre eux, et le mode`le (4.26) est satisfait pour ces
composantes, ou bien il reste une corre´lation importante entre toutes
les composantes de xˆ(t), et on peut conclure par la pre´sence d’une
nuisance v(t) importante. Cette dernie`re peut eˆtre duˆe a` du bruit de
mesure, ou bien a` la pre´sence d’autres sources que les xi(t), 1 ≤ i ≤ N .
Dans ce dernier cas, il est ne´cessaire d’avoir plus d’informations pour
pouvoir identifier le me´lange. On pourra notamment recourir a` une
me´thode spe´cifique utilisant les statistiques d’ordre supe´rieur (cf. sec-
tion 4.2.5).
3. Si certaines valeurs propres Λnn sont confondues, cela veut dire que la
diversite´ des fonctions Γij(τ) n’est pas assez riche pour permettre de
conclure, et il faudra recourir a` des statistiques d’ordre supe´rieur (i.e.
Analyse en Composantes Inde´pendantes).
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On pourra e´galement utiliser les techniques d’ordre supe´rieur pour con-
firmer ou affiner un re´sultat obtenu avec les statistiques d’ordre 2.
Cette section n’a expose´ que sche´matiquement le principe de la re´solution
du proble`me de la se´paration de signaux [68] [110]. Une e´tude plus appro-
fondie du proble`me peut eˆtre trouve´e dans [81].
L’hypothe`se S0 d’inde´pendance des sources est dans tous les cas au cen-
tre de toutes les approches. C’est pourquoi il convient dans un premier
temps d’introduire diverses mesures d’inde´pendance statistique. En outre,
ces e´le´ments permettent de donner des fondements the´oriques aux approches
par maximisation de contrastes [2].
4.2.4 Inde´pendance statistique
Dans cette section, on passe en revue quelques moyens de mesurer
l’inde´pendance statistique, sur les plans the´orique et pratique.
a) Information mutuelle
De´finition 4.2.5 Soit x un vecteur ale´atoire de dimension N admettant
une densite´ px(u). Les composantes xi de x sont dites inde´pendantes si et
seulement si la distribution conjointe des xi est e´gale au produit de leurs
distibutions marginales:
px(u) =
N∏
i=1
pxi(ui). (4.35)
Une fac¸on naturelle de mesurer l’inde´pendance des variables xi est donc
de mesurer la distance δ(px,
∏
i pxi) entre ces deux densite´s. Parmi toutes les
mesures de distance disponibles, l’une est particulie`rement usite´e. Il s’agit
de la divergence de Kullback:
δ(px, py)
def
=
∫
px(u) log
px(u)
py(u)
du. (4.36)
Noter le vocabulaire: le mot divergence a e´te´ utilise´, car cette mesure d’e´cart
n’est pas une fonction syme´trique de ses arguments, et ne me´rite donc pas
le titre de distance.
Proposition 4.2.6 La divergence de Kullback est toujours positive et
ve´rifie:
δ(px, py) = 0, si et seulement si px(u)
pp
= py(u). (4.37)
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De´monstration. Pour tout re´el positif w, on a l’ine´galite´ de convexite´
logw ≤ w − 1, avec e´galite´ si et seulement si w = 1. En appliquant cette
ine´galite´ au rapport py(u)/px(u), on obtient:
−δ(px, py) ≤
∫
px(u) [
py(u)
px(u)
− 1] du.
Or le second membre est toujours nul puisque
∫
p(u) = 1 pour toute densite´
de probabilite´. Par ailleurs comme la fonction logw est tangente a` w− 1 en
w = 1, l’e´galite´ n’a lieu que si py(u)/px(u) = 1 pour presque tout u.
Proposition 4.2.7 La divergence de Kullback est invariante par transfor-
mation inversible.
De´monstration. Posons Y = Ay et X = Ax, ou` A est une matrice
inversible. Alors pX(v) = px(A
−1v)/|det(A)|, et PY (v) = py(A−1v)/|det(A)|.
Il vient par conse´quent
δ(pX , pY ) =
∫
px(A
−1v) log
px(A
−1v)
py(A−1v)
dv
|detA| .
On pose u = A−1v, c.a`.d. dv = |detA|du. Alors
δ(pX , pY ) =
∫
px(u) log
px(u)
py(u)
du,
ce qui termine la de´monstration.
La divergence de Kullback applique´e a` py(u) =
∏
pxi(ui) conduit a` la
mesure d’inde´pendance suivante:
I(px) =
∫
px(u) log
px(u)∏N
i=1 pxi(ui)
du. (4.38)
Cette quantite´ n’est autre que l’information mutuelle moyenne, bien con-
nue en codage et en te´le´communications. En vertu de la proposition 4.2.6,
l’information mutuelle est toujours positive, et s’annule si et seulement si les
variables xi sont inde´pendantes.
Contrairement a` ce que l’on pourrait croire, l’information mutuelle n’est
pas invariante par changement de base, bien que la divergence de Kullback le
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soit. Pour s’en convaincre, il suffit de conside´rer le contre-exemple suivant.
Prenons une variable gaussienne de dimension N , de densite´
Φx(u) = [2π]
−N/2 [detV ]−1/2 e−
1
2
uT V −1u, (4.39)
ou` V est une matrice de covariance inversible. Alors son information
mutuelle est donne´e par:
I(Φx) =
1
2
log
∏
Vii
detV
. (4.40)
Prenons comme changement de base une matrice A telle que AAT = V −1.
Alors l’information mutuelle apre`s changement de base est I(ΦAx) = 0. Il
faudrait que la covariance V soit diagonale, ou que la matrice A soit de la
forme ΛP , Λ diagonale et P permutation, pour que l’information mutuelle
ne change pas. En d’autres termes, si X = Ax, nous n’avons en ge´ne´ral pas∏
pxi(ui) =
∏
pXj (vj). En revanche nous aurons invariance par changement
d’e´chelle, comme cela sera pre´cise´ avec la proposition 4.2.13.
b) Ne´guentropie
L’entropie diffe´rentielle, ou plus simplement l’entropie, d’une variable
ale´atoire admettant px(u) pour densite´ de probabilite´ est de´finie par:
S(px)
def
= −
∫
px(u) log px(u) du. (4.41)
On pourra notamment remarquer que l’information est une diffe´rence
d’entropies: I(px) =
∑
S(pxi) − S(px). L’entropie joue un roˆle tout a` fait
particulier en statistiques. En effet, il est possible de montrer qu’il n’existe
pas d’autre fonctionnelle satisfaisant quatre axiomes de base, de´coulant du
principe fondamental selon lequel si un proble`me peut eˆtre re´solu de plusieurs
fac¸ons, alors les solutions obtenues doivent eˆtre les meˆmes [188, page 27].
Mais ceci nous e´loigne de notre propos. Nous avons introduit pour me´moire
l’entropie, mais c’est en re´alite´ la ne´guentropie qui va surtout pre´senter un
inte´reˆt pour notre propos.
De´finition 4.2.8 Soit x un vecteur ale´atoire centre´ admettant px(u) pour
densite´. Notons ϕ(x) la variable ale´atoire gaussienne centre´e de meˆme co-
variance que x, et Φx(u) sa densite´. Alors la ne´guentropie associe´e a` px
est
J(px) =
∫
px(u) log
px(u)
Φx(u)
du. (4.42)
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Il est facile de remarquer que la ne´guentropie est une mesure d’e´cart a`
la distribution gaussienne, puisqu’elle est e´gale a` la divergence δ(px,Φx).
Nous avons par conse´quent la proprie´te´:
Proposition 4.2.9 La ne´guentropie d’une distribution px est toujours pos-
itive, et s’annule si et seulement si px est presque partout gaussienne.
De fac¸on encore plus explicite, nous avons:
Proposition 4.2.10 La ne´guentropie est la diffe´rence des entropies suiv-
antes:
J(px) = S(Φx)− S(px). (4.43)
De´monstration. Par de´finition de l’entropie, nous avons:
S(Φx)− S(px) =
∫
px(u) log px(u) du −
∫
px(u) log Φx(u) du
+
∫
px(u) log Φx(u) du−
∫
Φx(u) log Φx(u) du.
D’ou` on de´duit imme´diatement S(Φx)−S(px) = J(px)+
∫
log Φx(u) [px(u)−
Φx(u)] du. Or ce dernier terme est nul puisque, par de´finition, x et ϕ(x) ont
meˆme variance, et log Φx(u) est un polynoˆme de degre´ 2.
Proposition 4.2.11 L’entropie et la ne´guentropie sont invariantes par
changement de base orthonorme´.
De´monstration. Conside´rons deux vecteurs ale´atoires, x et y = Qx, ou`
Q est une matrice inversible. Alors L’entropie de y s’e´crit
S(px) = −
∫
py(Qu) log[|detQ| py(Qu)] |detQ| du,
ce qui donne la re`gle de transformation de l’entropie par changement de base:
S(px) = S(py)− log |detQ|. (4.44)
Il est clair que l’entropie est invariante par toute transformation dont le
de´terminant est de module 1, et en particulier par transformation orthog-
onale. Par ailleurs, la ne´guentropie est invariante au moins sur le meˆme
ensemble de transformations, d’apre`s la proposition 4.2.10.
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Proposition 4.2.12 La ne´guentropie est invariante par changement de base
(inversible).
De´monstration. On applique simplement (4.44), qui est valable pour
toute matrice inversible, a` px et φx. Par diffe´rence, log |detQ| disparait et
J(px) = J(φx).
Proposition 4.2.13 L’information mutuelle est invariante par changement
d’e´chelle, et peut s’e´crire:
I(px) = J(px)−
∑
i
J(pxi) + I(Φx). (4.45)
De´monstration. Par de´finition de l’information, nous avons
I(px) =
∑
S(pxi)− S(px). (4.46)
Soit Λ une matrice diagonale re´gulie`re. Le vecteur Λx a pour entropie
I(pΛx) =
∑
S(Φxi)− log Λii −S(px)+ log det Λ, ce qui prouve que I(pΛx) =
I(px). En outre, en utilisant la proprie´te´ 4.2.10, la relation (4.46) donne:
I(px) =
∑
S(Φxi)−
∑
J(pxi)− S(Φx) + J(px).
Enfin, un nouveau recours a` I(Φx) =
∑
S(Φxi)−S(Φx) permet de conclure.
Notons que dans ce re´sultat, l’information gaussienne peut eˆtre remplace´e
par sa valeur donne´e en (4.40).
Cette dernie`re proprie´te´ met en relief les termes suscepibles d’entrainer
une de´pendance statistique entre les composantes xi. Tout d’abord I(Φx),
qui est une contribution d’ordre 2, peut eˆtre facilement e´limine´e en stan-
dardisant les donne´es. Apre`s standardisation, il ne reste que les deux
ne´guentropies de la formule (4.45), qui sont des termes d’ordre supe´rieur.
Si nous ne voulons pas de´truire la de´corre´lation d’ordre 2, les seules trans-
formations line´aires que l’on a le droit de faire subir a` un vecteur ale´atoire x
sont les transformations diagonales, qui n’ont aucun effet sur l’information
comme on l’a montre´ avec la proposition 4.2.13, et les transformations or-
thogonales. Or d’apre`s la proposition 4.2.11, la premie`re ne´guentropie est
invariante par transformation orthogonale; il ne reste donc plus que le second
terme de (4.45), qui soit susceptible de mesurer la de´pendance statistique
entre les composantes d’un vecteur standardise´.
Malheureusement, les densite´s sont en ge´ne´ral inconnues, de sorte qu’il
faudra approximer les ne´guentropies par des estimations. Le but de la section
d) sera pre´cise´ment de proposer un moyen pratique de mettre en œuvre cette
estimation a` partir des moments ou cumulants d’ordre supe´rieur.
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c) De´veloppement en se´rie d’Edgeworth
Soit une variable ale´atoire scalaire x de seconde fonction caracte´ristique
Ψx(u), suppose´e eˆtre voisine d’une fonction Ψo(u). Par de´finition, Ψx(u)
ge´ne`re les cumulants dans son de´veloppement en se´rie entie`re:
Ψx(u) = κ1u+
1
2!
κ2u
2 +
1
3!
κ3u
3 + . . . , (4.47)
ou` κr de´signe le cumulant d’ordre r, C(r){x}. Posons λr le cumulant d’ordre r
dans le de´veloppement en se´rie de Ψo(u), et ηr = κr−λr. Alors la diffe´rence
des fonctions caracte´ristiques s’e´crit:
Ψx(u)−Ψo(u) =
∞∑
r=1
1
r!
ηru
r. (4.48)
Notons qu’il n’existe pas force´ment de variable ale´atoire dont les cumulants
d’ordre r sont e´gaux a` ηr. Mais on peut tout de meˆme noter les ”moments”
µr de´finis par:
exp[
∞∑
r=1
1
r!
ηru
r] =
∞∑
j=0
1
k!
µku
k. (4.49)
A partir de cette relation, il est possible de de´velopper px(v) autour de po(u)
comme suit:
px(v) = po(v)
∞∑
k=0
1
k!
µkhk(v), (4.50)
ou` les fonctions hk(v) sont de´finies par
hk(v) =
(−1)k
po(v)
dkpo
dvk
(v). (4.51)
Le de´veloppement (4.50) ne reveˆt une forme simple que pour certaines den-
site´s po(v) particulie`res, notamment celles pour lesquelles les fonctions hk(v)
sont des polynomes.
Le de´veloppement en se´rie d’Edgeworth de type A permet d’approximer
une densite´ lorsque po(v) est gaussienne. Dans un souci de consistence des
notations, on notera alors po(v) = Φx(v). Pour simplifier les expressions, et
sans restreindre la ge´ne´ralite´, on se placera dans le cas gaussien standardise´.
Dans ce cas, les fonctions hk(v) sont les polynomes de Hermite de´finis par
82 CHAPITRE 4
la re´currence:
h0(v) = 1, (4.52)
h1(v) = v, (4.53)
hk+1(v) = v hk(v) − d
dv
hk(v). (4.54)
Par exemple, h2(v) = v
2− 1 et h3(v) = v3− 3v. En outre, le de´veloppement
de Edgeworth se distingue de celui de Gram-Charlier par le fait que les
termes sont ordonne´s non pas par degre´ croissant, mais par ordre de grandeur
de´croissant sous les hypothe`ses du the´ore`me de la limite centrale (page 36).
Le classement des termes, s’il n’a aucune importance dans une se´rie infinie
convergente, en a beaucoup lorsqu’il s’agit de tronquer la se´rie. Le the´ore`me
de la limite centrale nous dit que, si x est la somme de m variables ale´atoires
inde´pendantes de cumulants borne´s, alors le cumulant d’ordre r de x est de
l’ordre de m1−r/2. Ceci conduit au classement suivant:
Ordre
m−1/2 κ3
m−1 κ4 κ
2
3
m−3/2 κ5 κ3κ4 κ
3
3
m−2 κ6 κ3κ5 κ
2
3κ4 κ
2
4 κ
4
3
m−5/2 κ7 κ3κ6 κ
2
3κ5 κ
2
4κ3 κ
5
3 κ4κ5 κ
3
3κ4
Ainsi le de´veloppement en se´rie de Edgeworth de la densite´ px(v) autour de
Φx(v) s’e´crit [136, formule 6.49]:
px(v)/Φx(v) = 1
+
1
3!
κ3h3(v)
+
1
4!
κ4h4(v) +
10
6!
κ23h6(v)
+
1
5!
κ5h5(v) +
35
7!
κ3κ4h7(v) +
280
9!
κ33h9(v)
+
1
6!
κ6h6(v) +
56
8!
κ3κ5h8(v) +
35
8!
κ24h8(v) +
2100
10!
κ23κ4h10(v)
+
15400
12!
κ43h12(v)
+O(m−2). (4.55)
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d) Approximation de la ne´guentropie
Dans cette secton, nous allons utiliser le de´veloppement de Edgeworth pour
approximer la ne´guentropie que nous avons de´finie pre´cdemment en (4.42).
La relation (4.40) a montre´ que I(Φx) = 0 si et seulement si la matrice
de covariance est diagonale. Pour des distributions non gaussiennes, la
de´corre´lation a` l’ordre 2 est insuffisante pour assurer l’inde´pendance. En
revanche, la ne´guentropie sera suffisante pour assurer l’inde´pendance statis-
tique. En ge´ne´ral, a` l’instar de la densite´ de probabilite´, la ne´guentropie est
en ge´ne´ral inconnue. On se propose ici de l’approximer a` l’aide des cumulants
d’ordre croissant.
Posons px(u) = Φx(u)[1+f(u)], ou` f(u) est donne´e par le de´veloppement
de Edgeworth. On adopte le de´veloppement en se´rie du logarithme suivant:
(1+f) log(1+f) = f+f2/2−f3/6+f4/12+o(f4). En reportant cette approx-
imation dans l’expression de la ne´guentropie (4.42), et en replac¸ant f(u) par
sa valeur, on peut obtenir l’approximation escompte´e. L’expression finale de
la ne´guentropie ne´cessite les proprie´te´s inte´grales suivantes des polynomes
de Hermite: ∫
Φ(v)hp(v)hq(v) dv = p! δpq, (4.56)∫
Φ(v)h23(v)h4(v) dv = 3!
3, (4.57)∫
Φ(v)h23(v)h6(v) dv = 6!, (4.58)∫
Φ(v)h43(v) dv = 93 3!
2. (4.59)
On obtient alors apre`s calcul, si z est une variable ale´atoire scalaire stan-
dardise´e:
J(pz) =
1
12
κ23 +
1
48
κ24 +
7
48
κ43 −
1
8
κ23κ4 + o(m
−2). (4.60)
4.2.5 Contrastes statistiques
a) Ge´ne´ralite´s
Les ingre´dients introduits dans cette section sont communs aux trois sections
qui vont suivre. Le premier ingre´dient est la notion de filtre trivial.
De´finition 4.2.14 La suite de matrices {A(k)} est dite triviale si et seule-
ment si pour tout indice i fixe´, il existe un seul couple d’indices (j, k) tel que:
Aij(k) 6= 0.
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On admet que le nombre de sources est e´gal au nombre de capteurs,
puisque ceci n’est pas restrictif lorsque N ≥ Ns dans le mode`le d’observation
de de´part (4.25), comme on l’a de´ja` souligne´ plus haut.
On admet que le processus observe´ se mode´lise comme suit:
y(t) =
∑
k
H(k)x(t − k) + v(t), (4.61)
ou` y(t) et x(t) sont de dimension N , et ou` les matrices H(k) sont cette
fois carre´es. On de´signe par H(z) la transforme´e en z de la suite H(k).
Les autres notations restent celles du mode`le (4.25). Il sera en outre
ne´cessaire d’imposer des contraintes supple´mentaires pour assurer l’unicite´
de la mode´lisation.
Soit H un sous-ensemble des filtres H(z) de norme L2 finie, et P = {y(t)}
un ensemble de processus de dimension N . Pour alle´ger les e´critures, on
adoptera parfois la notation compacte: H · x ≡ H(z) · x(t). De meˆme, on
notera H · P l’ensemble image de P par les filtres de H.
De´finition 4.2.15 Une application Υ associant la densite´ de probabilite´
d’un e´le´ment y(t) ∈ H ·P a` un nombre re´el positif, note´ Υ(y), sera dite con-
traste probabiliste discriminant, ou plus simplement contraste sur (P,H),
si elle ve´rifie les trois conditions suivantes:
C1. Υ est invariante par changement d’e´chelle; c’est a` dire que Υ(Λy) =
Υ(y), ∀y ∈ H · P, et ∀Λ, matrice constante diagonale re´gulie`re de H.
C2. Si les composantes xi(t) d’un processus x(t) ∈ P sont inde´pendantes,
et chacune blanche au sens fort, alors Υ(H · x) ≤ Υ(x), ∀H(z) ∈ H.
C3. Il y a e´galite´ dans C2 si et seulement si H(k) est triviale. C’est cette
condition qui assure le caracte`re discriminant du contraste.
Un contraste ne ve´rifiant pas la proprie´te´ C3 sera peu utile car, en
l’absence de bruit, Υ(H · x) pourrait atteindre son maximum, Υ(x), sans
pour autant que le filtre H soit triviale.
Il faut remarquer que la notation Υ(y) constitue un abus, puisque Υ
est construite sur la densite´ de probabilite´ de y (e´ventuellement au sens
des distributions). La notation correcte serait Υ(py), mais cela alourdirait
conside´rablement les e´critures. L’abus est donc admis, mais il faut en eˆtre
conscient.
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Cette de´finition e´tend le concept propose´ dans [43] [2], tout en assurant
la compatibilite´ avec le concept introduit par Donoho pour la de´convolution
scalaire [105] [117], comme nous allons le pre´ciser dans ce qui va suivre.
Il existe des relations d’e´quivalence entre les couples (P,H). Par exem-
ple, P ={processus temporellement blancs a` l’ordre 2 et de variance 1} et
H ={matrices rationnelles}, peut eˆtre remplace´ par P ={processus a` spectre
rationnel} et H ={filtres rationnels H(z) tels que DiagH(z) = I, ∀z}.
b) De´convolution scalaire
Voyons a` pre´sent comment les de´finitions pre´ce´dentes se particularisent au
cas de la de´convolution scalaire.
Corollaire 4.2.16 Dans le cas scalaire N = 1, les filtres triviaux sont ceux
dont la re´ponse impulsionnelle est nulle partout sauf en un point; autrement
dit, ce sont les retards purs multiples de la pe´riode d’e´chantillonnage, suivis
d’un facteurs d’e´chelle.
Proposition 4.2.17 Le module du cumulant standardise´ d’ordre r > 2 a`
l’origine est un contraste sur l’ensemble P des processus non gaussiens ad-
mettant des moments finis jusqu’a` l’ordre r, et l’ensemble H des filtres non
nuls.
De´monstration. La condition C1 est assure´e par la standardisation des
cumulants. Par ailleurs, y(t) =
∑
kH(k)x(t − k). Graˆce a` la proprie´te´ de
multiline´arite´ des cumulants (3.4.1), nous avons:
K(r),y = K(r),x
∑
kH(k)
r
[
∑
kH(k)
2]r/2
.
Or, par ine´galite´ entre les normes Lp, de`s que m ≥ 2, [∑H(k)r]1/r ≤
[
∑
H(k)2]1/2, ce qui entraine bien |K(r),y| ≤ |K(r),x|, donc C2.
Enfin, l’e´galite´ |K(r),y| = |K(r),x| entraine [
∑
H(k)r]1/r = [
∑
H(k)2]1/2,
ce qui n’est possible que lorsque H(k) ne contient qu’une seule valeur non
nulle lorsque r > 2. Ceci prouve C3.
Ces proprie´te´s ont e´te prouve´es a` l’origine par C.W. Granger vers 1976
[105]. Une e´tude ge´ne´rale rigoureuse des contrastes dans le cas scalaire
peut eˆtre trouve´e dans [117]. Les cumulants standardise´s d’ordre 3 ou 4,
appele´s asyme´trie et aplatissement (kurtosis), ont e´te´ e´galement utilise´s
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inde´pendamment en analyse de donne´es [128]. On voit aussi que la fonc-
tionnelle Υ(y) = |K(r),y|α est e´galement un contraste, pour tout α > 0 et
tout r > 2.
Proposition 4.2.18 L’oppose´ de l’entropie moyenne de Shannon, Υ0(y) =
−S(y) = ∫ log py(u) py(u) du, est un contraste sur l’ensemble P des processus
non gaussiens de variance finie, et l’ensemble H des filtres conservant la
variance, i.e. , satisfaisant
∑
kH(k)
2 = 1.
De´monstration. Ce re´sultat est e´nonce´ dans [105] sans preuve de´taille´e.
En re´alite´, la de´monstration est un peu plus pe´nible qu’on pourrait le croire,
et fait appel a` la proprie´te´: S(
∑
H(k)x(k)) − S(x) ≥ log(∑H(k)2)/2 [84].
Cette proprie´te´ est satisfaite de`s que les variables x(k) sont i.i.d. Elle n’est
pas donne´e ici a` cause de sa longueur. On se re´fe`rera a` [63].
c) Me´lange instantane´ vectoriel
Si les composantes zi d’un vecteur ale´atoire sont statistiquement
inde´pendantes, alors celles du vecteur ΛPz le sont aussi si Λ est une matrice
diagonale et P une permutation. Une premie`re exigeance que l’on est en
droit d’imposer est donc qu’une fonction de contraste soit insensible a` des
transformations du type ΛP . En conse´quence la matrice F ne peut eˆtre
de´finie qu’a` cette inde´termination pre`s. C’est d’ailleurs la meˆme chose dans
le proble`me de se´paration de signaux. On retrouve cette inde´termination
dans la de´finition des filtres triviaux:
Corollaire 4.2.19 Dans le cas de me´langes instantane´s, les filtres triviaux
sont de la forme H = ΛP , ou` Λ est diagonale et P est une permutation.
Les matrices triviales orthogonales sont les “permutations signe´es”. Dans
le cas complexe, les matrices unitaires triviales seront appele´es de la meˆme
fac¸on, sachant qu’elles sont en fait le produit d’une permutation par une
matrice diagonale forme´e d’e´le´ments de module 1.
La de´finition ge´ne´rale 4.2.15 tient compte de cette inde´termination par
l’insensibilite´ au facteur d’e´chelle. L’insensibilite´ a` la permutation de´coule
de celle de la densite´ de probabilite´. La de´finition 4.2.15 se particularise
dans le cas des me´langes instantane´s a` la de´finition suivante:
Corollaire 4.2.20 Un contraste sur (P,H) est une application Υ de P dans
IR telle que les trois conditions suivantes soient satisfaites:
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C1. Υ(Λy) = Υ(y), pour toute matrice diagonale Λ ∈ H;
C2. Si x a des composantes inde´pendantes, alors Υ(Ax) ≤ Υ(x) pour toute
matrice A ∈ H.
C3. Υ(Ax) = Υ(x) n’est ve´rifie´e pour tout x ∈ P de composantes
inde´pendantes que si A est de la forme ΛP .
Sauf mention contraire, H sera, dans le contexte des me´langes instan-
tane´s, l’ensemble des matrices carre´es inversibles. On va donner dans la
suite quatre exemples de contrastes.
Proposition 4.2.21 L’application Υo(z)
def
= −I(pz˜), ou` z˜ est le vecteur
standardise´ associe´ a` z, conforme´ment a` la de´finition 3.4.3, est un contraste
sur l’ensemble P des vecteurs ale´atoires de covariance finie et inversible. En
outre, il est discriminant sur le sous-ensemble des vecteurs ale´atoires ayant
au plus une composante gaussienne.
De´monstration. La de´monstration de´coule directement des proprie´te´s
4.2.6 page 76 et 4.2.13 page 80 [2].
Comme nous l’avons de´ja` souligne´, l’information mutuelle est en ge´ne´ral
difficilement utilisable dans la pratique car les densite´s sont inconnues, meˆme
si des tentatives ont e´te´ faites dans ce sens [173]. Il est donc utile de se
tourner vers des contrastes plus “pratiques”.
Proposition 4.2.22 L’application Υ2,r(z)
def
=
∑N
i=1 K2(r),yi , est un contraste
sur (P,H), ou` P de´signe le sous-ensemble des vecteurs ale´atoires ayant des
moments finis jusqu’a` l’ordre r, pour r > 2, et ayant au plus un cumu-
lant marginal d’ordre r nul. H de´signe l’ensemble des matrices carre´es in-
versibles.
De´monstration. Dans cette de´monstration, il est le´gitime de poser
H = LQ, ou` Q est orthogonale, et y˜(t) = Qx(t). En effet, puisque Υ2,r est
construit sur les cumulants standardise´s de y(t), nous savons que Υ2,r(y) =
Υ2,r(y˜) = Υ2,r(Qx). Tout se passe donc comme si H e´tait l’ensemble des
matrices orthogonales.
Condition C1. La condition C1 de´coule de la standardisation.
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Condition C2. On note Υ(x) =
∑
p K(r), xp2, en omettant provisoirement
l’indexage (2,r) pour alle´ger, et:
Ω(y) =
∑
i1...ir
K2i1...ir,y.
Alors Υ(y) ≤ Ω(y) puisque tous les termes sont positifs. Par ailleurs, Ω(y)
s’e´crit, par multiline´arite´ des cumulants:
Ω(y) =
∑
pq
∑
i1...ir
Qi1pQi1q · · ·QirpQirq K(r),xp K(r),xq .
Or, comme QTQ = I par hypothe`se, il vient que Ω(y) = Υ(x). En conclu-
sion, nous avons:
Υ2,r(y) ≤ Ω(y) = Υ2,r(x). (4.62)
Cette relation, qui prouve C2, nous sera utile pour la suite de la
de´monstration.
Condition C3, premie`re de´monstration. C3 a e´te´ prouve´e dans le
cas ge´ne´ral par Comon [42] [2]. Toutefois, une de´monstration plus simple
a e´te´ donne´e par M. Krob dans le cas r = 4 [139]. Le principe de cette
de´monstration reste valable lorsque r est multiple de 4, comme nous allons
l’expliquer maintenant.
Posons r = 4s, s entier. Notons Υ(y¯) et Ω(y¯) les quantite´s obtenues
en remplac¸ant les cumulants K(r),xp par leur module dans les expressions
de´veloppe´es de Υ(y) et Ω(y), respectivement. Alors, par le meˆme raison-
nement que pour obtenir (4.62), on obtiendrait:
Υ2,r(y¯) ≤ Ω(y¯) = Υ2,r(x).
Mais on peut observer que, par ine´galite´ triangulaire, Υ(y) ≤ Υ(y¯). Par
conse´quent, si on a l’e´galite´ Υ(y) = Υ(x), on a ne´cessairement e´galite´ de
tous ces termes entre eux, et en particulier Υ(y¯) = Ω(y¯). Ceci se traduit par
les e´galite´s: ∑
p
Qi1p · · ·Qirp |K(r),xp | = 0,∀(i1 · · · ir) 6= (i1 · · · i1). (4.63)
En particulier, si le r-uplet (i1 · · · ir) ne contient que deux indices distincts,
i et j, en nombre e´gal (ce qui est possible car r est pair):∑
p
Q2sipQ
2s
jp |K(r),xp | = 0,∀(i, j), i 6= j.
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Pour tout p tel que K(r),xp 6= 0, ceci entraine la nullite´ du produit QipQjp,
puisque tous les termes sont positifs dans la somme. Si le vecteur x a au plus
un cumulant d’ordre r non nul, alors le produit QipQjp est nul pour N − 1
valeurs de p. En conse´quence, N − 1 colonnes de Q ne contiennent qu’un
seul e´lement non nul. Comme Q est orthogonale, ses lignes sont norme´es, et
elle est ne´cessairement une permutation signe´e.
Condition C3, seconde de´monstration. Lorsque r n’est plus un mul-
tiple de 4, la de´monstation pre´ce´dente s’effondre. La de´monstration qui suit
reproduit celle donne´e dans [42] [2]. On utilise le lemme suivant:
Lemme 4.2.23 Soit rQ la matrice dont les e´le´ments sont |Qij |r. Alors, si
Q est orthogonale, 2Q ve´rifie: ||2Qu|| ≤ ||u||, ∀u, pour la norme L2.
De´monstration du lemme. Notons Q¯ (resp u¯) la matrice (resp. le vecteur)
dont les e´le´ments sont les modules de ceux de Q (resp. ceux de u). Si
Q est unitaire, alors 2Q est bistochastique, c’est a` dire que la somme de
ses composantes au sein d’une meˆme ligne ou d’une meˆme colonne vaut 1.
D’apre`s un the´ore`me de Birkhoff, l’ensemble des matrices bistochastiques est
un polye`dre convexe dont les sommets sont des permutations; ceci veut dire
que:
2Q =
∑
s
αs Ps, αs ≥ 0,
∑
s
αs = 1.
Par ine´galite´ triangulaire, il vient finalement:
||2Qu|| ≤ ||2Q¯ u¯|| ≤
∑
s
αs||Ps u|| = ||u||.
De´monstration de C3. Comme Q est unitaire, ses composantes sont de
module plus petit que 1, et |rQij| ≤ |2Qij | de`s que r ≤ 2. Par ine´galite´
triangulaire, on en tire que, pour tout vecteur u:∑
i,j,k
QrkiQ
r
kj ui uj ≤
∑
i,j,k
Q¯rkiQ¯
r
kj u¯i u¯j ≤
∑
i,j,k
Q¯2kiQ¯
2
kj u¯i u¯j .
En appliquant le lemme, on obtient que:
||rQu||2 ≤ ||2Q¯ u¯||2 ≤ ||u¯||2 = ||u||2.
Appliquons ce re´sultat au vecteur u forme´ des cumulants marginaux d’ordre
r de la variable standardise´e y˜. On obtient alors simplement:
Υ(Q y˜) ≤ Υ(y˜),
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qui reste valable pour le vecteur y. Ceci prouve C2 en passant. Si on a
e´galite´, cela veut dire que:
||2Q¯ u¯||2 − ||rQ¯ u¯||2 = 0,
pour un certain vecteur u ayant au plus une composante nulle. Comme elle
est toujours positive ou nulle, la quantite´ suivante doit donc eˆtre nulle:
[2Q¯ u¯]2i − [rQ¯ u¯]2i = 0,∀i.
Cette e´galite´ reste vraie en enlevant les carre´s, a` cause le la positivite´ des
termes. Tous les termes e´tant de nouveau positifs, on doit avoir
[2Q¯ij − rQ¯ij ]u¯j = 0,∀(i, j).
La chute est similaire a` celle de la premie`re de´monstration. On remarque
que, comme u¯j est strictement positif pour au moins N − 1 valeurs de j,
l’e´galite´ 2Q¯ij =
rQ¯ij pour r > 2 entraine que N −1 colonnes de la matrice Q
ne contiennent qu’un seul e´le´ment non nul. L’orthogonalite´ de Q implique
enfin que Q est une permutation signe´e.
La de´monstration s’e´tend au cas complexe lorsque l’ordre r est pair, et
que les cumulants sont de´finis de fac¸on a` ce que la moitie´ des termes soit
conjugue´s [2].
Un autre contraste a e´te´ propose´ re´cemment par Moreau et Macchi [163]
[164] [165] et semble particulie`rement inte´ressant. En effet, une analyse
pre´cise de leur de´monstration montre que le fait que Q soit orthogonale est
incomple`tement utilise´, et qu’une condition bien plus faible suffit, comme
nous allons le voir plus loin.
Proposition 4.2.24 L’application Υ1,r(z)
def
=
∑N
i=1 |K(r),yi |, est un con-
traste sur (P,H), ou` P est l’ensemble des vecteurs ale´atoires ayant des
moment finis jusqu’a` l’ordre r, pour r > 2, et ayant au plus un cumulant
marginal d’ordre r nul.
De´monstration. Commenc¸ons par donner la de´monstration lorsque Q
est orthogonale, calque´e sur celle de E. Moreau. La condition C1 ne pose
pas de proble`me graˆce a` la standardisation des cumulants. Pour de´montrer
C2, remarquons que:
Υ1(y) =
∑
j
∣∣∣∣∣
∑
p
QrjpK(r),xp
∣∣∣∣∣ ≤
∑
j,p
|Qjp|r · |K(r),xp |.
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Or, comme
∑
j |Qjp|2 = 1 et r ≥ 2, alors
∑
j |Qjp|r ≤ 1, il vient:
Υ1(y) ≤
∑
p
|K(r),xp | = Υ1(x),
qui prouve C2.
Pour prouver C3, supposons que Υ1(y) = Υ1(x). Alors:
∑
p

1−∑
j
|Qjp|r

 · |K(r),xp | = 0.
Comme tous les termes sont positifs, on en de´duit que
∑
j |Qjp|r = 1 pour
tout p tel que K(r),xp 6= 0. Donc la pie`me colonne de Q ne contient qu’un
e´le´ment non nul. Enfin, comme Q est orthogonale, si N − 1 de ses colonnes
n’ont qu’un e´le´ment non nul, elle est une permutation signe´e.
On remarquera que, jusqu’a` la dernie`re e´tape de la de´monstration, seules
la proprie´te´ de normalisation des colonnes a e´te´ utilise´e pour prouver C3.
Ceci nous conduit a` conside´rer le contraste suivant:
Proposition 4.2.25 L’application de´finie par Υ(y) =
∑
i |C(r),yi | est un
contraste sur (P,H), si P de´signe l’ensemble des vecteurs ale´atoires de di-
mension N ayant des moments finis jusqu’a` l’ordre r et ayant au plus un
cumulant marginal d’ordre r nul, et si H de´signe l’ensemble des matrices
satisfaisant les relations suivantes:
Y2. Diag H HT = I (chaque ligne est norme´e),
F2. Diag HT H = I (chaque colonne est norme´e).
De´monstration. La preuve est la meˆme que celle de la proposition
4.2.24. Les diffe´rences sont les suivantes: Y2 est utilise´e pour prouver la
condition C1, F2 est utilise´e pour C2, et F2 et Y2 sont ne´cessaires pour C3,
sans ne´cessiter l’orthogonalite´ de Q.
On peut se demander si ces contraintes sont le´gitimes. Nous savons que
le mode`le d’observation y = Hx souffre d’une inde´termination a` une ma-
trice multiplicative pre`s, de la forme ΛP . Il est donc utile (et ici ne´cessaire)
d’imposerN contraintes permettant de lever cette inde´termination. En stan-
dardisant les donne´es, on avait re´duit cette inde´termination a` une permuta-
tion signe´e, mais en meˆme temps on se de´barrassait des corre´lations d’ordre
2, ce qui n’e´tait pas indispensable.
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Pourtant, il peut eˆtre de´sagre´able d’eˆtre oblige´ de recourir a` cette
proce´dure, notamment en pre´sence de bruit gaussien. Ceci peut se compren-
dre en remarquant que la standardisation devrait faire intervenir une racine
de la matrice de covariance du signal seul, et non de celle de l’observation.
Une contrainte possible est: Diag H = I. Mais cette contrainte manque
de souplesse dans le contexte qui nous occupe. Une autre contrainte consiste
a` imposer une variance unite´ sur chacune des sorties. C’est pre´cise´ment
ce que traduit la contrainte Y2. Comme nous l’avons pre´cise´ page 64, la
contrainte F2 peut eˆtre vue comme une normalisation des colonnes de H.
Enfin, on ne manquera pas de remarquer que F2 et Y2 re´unies sont des
contraintes bien plus faibles que l’orthogonalite´. Il est facile de le ve´rifier en
remarquant que si H est orthogonale, alors HTH = HHT = I, tandis que
F2 et Y2 ne correspondent qu’aux diagonales de ces deux dernie`res e´galite´s.
Par exemple si N = 2, les rotations hyperboliques satisfont F2 et Y2.
Le contraste 4.2.25 ne fait plus intervenir de cumulants standardise´s, et
peut donc potentiellement pre´tendre a` une insensibilite´ au bruit gaussien.
Un autre constraste propose´ par E. Moreau avait e´galement cette faculte´,
mais faisait intervenir le module d’un cumulant croise´ [164].
d) Me´langes convolutifs vectoriels
L’objectif de cette section est assez modeste. Il consiste a` pre´senter
une e´bauche de projet de recherche oriente´ vers la mise au point
d’algorithmes de de´convolution multivariable autodidacte en pre´sence de
bruit, e´ventuellement non gaussien.
L’inte´reˆt des fonctions de contraste a de´ja` e´te´ souligne´ et il n’est pas
ne´cessaire d’y revenir. En revanche, la de´finition 4.2.15 donne´e en page 84
ne pre´senterait pas beaucoup d’inte´reˆt s’il n’e´tait pas possible d’exhiber au
moins une fonction de contraste applicable dans cette situation. C’est ce qui
va eˆtre fait maintenant.
Proposition 4.2.26 La fonction Υ1(y) =
∑
j |C(r),yj | est un contraste sur
(P,H), si P est l’ensemble des processus stationnaires a` l’ordre r, ayant
au plus une composante gaussienne, et si H est l’ensemble des filtres H(z)
ve´rifiant les conditions suivantes, note´es F3 et Y4 page 64:
[F3.] Diag
∮
H(z)H(z)† dz = I, (4.64)
[Y4.] Diag
∮
H(z)†H(z) dz = I. (4.65)
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Par exemple, si le filtre H(z) pre´serve l’e´nergie sur chaque composante, et
si l’entre´e x(t) est blanche au second ordre, alors la normalisation F3 sera
satisfaite (cf. page 64).
De´monstration. La condition C1 demande´e dans la de´finition 4.2.15 est
assure´e par F3.
Pour la condition C2, on remarque que le contraste se de´veloppe comme
suit:
Υ1(y) =
∑
i
∣∣∣∣∣∣
∑
p,k
Hrjp(k) C(r),xp
∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
i,p,k
|Hip(k)|r · |C(r),xp |.
Mais Y4 implique que
∑
i,k |Hip(k)|2 = 1, ∀i. Donc pour r ≥ 2, on a bien:
Υ1(y) ≤
∑
p
|C(r),xp | = Υ1(x).
Pour prouver C3, supposons que Υ1(y) = Υ1(x). Alors:
∑
p

1−∑
i,k
|Hip(k)|r

 · |C(r),xp | = 0.
Donc pour tout p tel que C(r),xp 6= 0, il vient que:∑
ik
|Hip(k)|r = 1.
On rencontre alors une complication qui n’apparaissait pas dans le cas in-
stantane´. En effet, on voudrait que la somme sur i et p soit e´gale a` 1 pour
pouvoir conclure. Pour ce faire, on remarque simplement que la dernie`re
e´galite´ entraine que
∑
i,p,k |Hip(k)|r = N . Mais comme
∑
p,k |Hip(k)|r ≤ 1
d’apre`s F3, on doit avoir aussi:∑
pk
|Hip(k)|r = 1,∀i.
Ceci se constate imme´diatement, par exemple par l’absurde. On en de´duit
finalement que {H(k)} est triviale, de`s que r > 2, en utilisant une nouvelle
fois F3.
La “complication” est e´galement surmontable dans le cas de la fonction-
nelle Υ2, dans des conditions similaires. Ceci est heureux car Υ2 pre´sente
l’inte´reˆt d’eˆtre diffe´rentiable, contrairement a` Υ1, qui fait intervenir une
valeur absolue. L’absence de diffe´rentiabilite´ est un obstacle supple´mentaire
a` une mise en œuvre en ligne.
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4.2.6 Un algorithme pour l’ACI
Dans cette section, on pre´sente un algorithme hors ligne, propose´ pour cal-
culer l’ACI (solution dans le cas des me´langes instantane´s). On pourra
trouver diverses solutions en ligne dans [163], par exemple.
a) Approche en deux e´tapes
Nous avons vu avec la proposition 4.2.13 que l’information mutuelle
s’e´crivait:
I(px) = J(px)−
N∑
i=1
J(pxi) + I(Φx).
L’approche a priori la plus pre´cise consisterait a` maximiser cette information
mutuelle, e´ventuellement en remplac¸ant les ne´guentropies par des approxi-
mations. Afin d’e´viter a` avoir a` re´soudre un proble`me d’optimisation multi-
modal de grande dimension, on propose dans cette section une approche en
deux e´tapes.
Si x est un vecteur ale´atoire standardise´, il est clair que la composante
I(Φx) est nulle. La nullite´ de ce terme est pre´serve´e par transformation
orthogonale. On peut donc de´composer la matrice cherche´e F en deux fac-
teurs: F = QL−, ou` L− assure la standardisation, et ou` Q est orthogonale.
Or, d’apre`s (4.2.11), la quantite´ J(px) est invariante par transformation or-
thogonale. Il ne reste donc que le deuxie`me terme,
∑
i J(pxi), a` maximiser
dans l’ensemble des matrices orthogonales.
D’apre`s l’e´quation (4.60), nous voyons que le crite`re Υo peut eˆtre ap-
proxime´ par Υ3 si les cumulants d’ordre 3 ne sont pas nuls. S’ils sont nuls,
alors Υo peut eˆtre approxime´ par Υ4. Malheureusement, les conditions dans
lesquelles l’expression
Υ3,4
def
=
N∑
i=1
4K23,i + K24,i + 7K43,i − 6K23,iK4,i (4.66)
pourrait eˆtre un contraste discriminant n’ont pas e´te´ obtenues a` ce jour. On
utilisera donc ce dernier crite`re avec prudence.
b) Algorithme Contraste–Maximisation (CM)
Dans cette section, on s’inte´ressera a` la recherche de la matrice Qmaximisant
le contraste Υr(pz), r ∈ {3, 4}, z = Qy˜. La matrice Q a N(N − 1)/2
parame`tres libres, si elle est de dimension N . Il n’est pas aise´ de mener une
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telle optimisation, meˆme s’il est possible de calculer la diffe´rentielle de Υr, et
d’obtenir analytiquement l’e´quation des valeurs stationnaires [36]. On peut
par contre de´composer la matrice Q en un produit de N(N − 1)/2 rotations
planes de la forme:
Q(i,j) =
1√
1 + θ2
(
1 θ
−θ 1
)
, (4.67)
ou` θ de´signe la tangente de l’angle de la rotation plane Q(i,j), ope´rant dans
le plan de´fini par les iieme et jieme coordonne´es. Cette de´composition n’est
pas unique.
La recherche d’une rotation plane maximisant le contraste Υr(pz), r ∈
{3, 4} se fait de fac¸on purement analytique en re´solvant des polynoˆmes de
degre´ infe´rieur ou e´gal a` 4 (c’est donc possible par radicaux). L’ensemble de
l’algorithme CM est de´crit ci-dessous.
De´finition 4.2.27 Algorithme CM
1. Calculer la SVD de la matrice de donne´es: Y = V SU †, et construire la
matrice de donne´es standardise´es Z =
√
T U † et la matrice de passage
L = V S /
√
T . Si Y est N ×T et de rang ρ, alors Z est ρ×T et L est
N × ρ.
2. Initialiser F ← L.
3. Commencer la boucle sur les balayages: k = 1, 2, . . . , kmax; On fixe
kmax ≤ 1 +√ρ.
4. balayer les ρ(ρ−1)/2 paires (i, j), conforme´ment a` sche´ma de balayage
fixe´ (par exemple cyclique par lignes). Pour chaque paire, faire:
(a) Estimer les r+1 cumulants d’ordre r des lignes i et j de la matrice
Z.
(b) Calculer l’angle α maximisant le contraste Υr, dans l’intervalle:
]− π/4, π/4].
(c) Accumuler la matrice de passage: F ← F Q†(i,j).
(d) Mettre a` jour la matrice de donne´es: Z ← Q(i,j)Z.
5. Arreˆter la boucle si k = kmax ou bien si tous les angles estime´s dans
le dernier balayage sont petits devant 1/T .
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6. Calculer la norme des colonnes de F : ∆ii = ||Fi:||.
7. Ordonner les composantes de ∆ par ordre de´croissant: ∆ ← P ∆P †
et changer l’ordre des colonne de F en conse´quence: F ← F P †.
8. Normaliser la matrice F par: F ← F ∆−1.
9. Fixer la phase (signe) de chaque colonne de F de fac¸on a` ce que
l’e´le´ment de plus grand module soit re´el positif: F ← F D.
Les quatre dernie`res e´tapes de l’algorithme de´crit ci-dessus sont fac-
ultatives, dans le sens ou` elles ne servent qu’a` de´terminer de fac¸on
unique un repre´sentant de la classe d’e´quivalence des solutions [21] [2].
L’algorithme CM est sous-optimal a` deux niveaux: d’abord, il n’utilise pas
les ne´guentropies pour identifier la meilleure standardisation, puisque seuls
les moments d’ordre 2 sont utilise´s dans cette e´tape. Ensuite, l’optimisation
sur Q ne se fait pas non plus globalement mais est de´compose´e en plusieurs
proble`mes d’optimisation monodimensionnels, un peu a` la manie`re d’une re-
laxation. Ce n’est pas exactement une relaxation, car la de´composition se
fait dans un groupe et non dans un espace vectoriel. L’algorithme ci-dessus
est de´crit comme si les donne´es e´taient complexes, mais pour alle´ger, on s’est
limite´ ci-apre`s a` la description du cas re´el.
c) Obtention de la rotation plane dans l’algorithme CM
L’objectif de cette section est de de´crire en de´tail comment l’angle α d’une
rotation plane peut eˆtre choisi de fac¸on a` maximiser les fonctions de con-
trastes Υ3 ou Υ4. Cette description correspond a` l’e´tape 4b de l’algorithme
CM de´fini en 4.2.27.
Supposons que la matrice de donne´es standardise´es, note´e ici Y , soit
de dimension 2 × T , et que nous cherchions la rotation Q maximisant la
fonctions de contraste Υr(pz). Nous avons:
Q =
1√
1 + θ2
(
1 θ
−θ 1
)
, et Z = QY. (4.68)
La fonction de contraste Υr(pz), ne de´pendant que des cumulants marginaux
d’ordre r de Z, par construction, est fonction implicite de θ et des cumulants
d’ordre r de Y , compte tenu de la proprie´te´ de multiline´arite´ des cumulants.
Utilisons κ pour de´signer les cumulants de Z et g ceux de Y . On peut
donc convenir de noter –abusivement– cette fonction Υr(θ; g). A priori cette
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fonction est une fraction rationelle de θ, ce qui explique qu’il soit faisable de
trouver son maximum absolu en un nombre re´duit d’ope´rations e´le´mentaires.
La valeur de l’angle α se de´duit directement de celle de sa tangente θ; il suffit
de prendre par exemple l’angle se trouvant dans l’intervalle ]−π/2, π/2], mais
cela n’est pas ne´cessaire. En effet, cette inde´termination n’affecte la matrice
Q que par multiplication par une matrice de la forme ΛP . Voyons donc
comment obtenir la tangente θ.
d) Maximisation de Υ3
Si r = 3, nous avons l’expression suivante pour le contraste:
Υ3(θ; g) = (θ +
1
θ
)−3
3∑
i=1
ai
(
θi − (−θ)−i
)
, (4.69)
ou` les coefficients ai sont donne´s par
a3 = g
2
111 + g
2
222, (4.70)
a2 = 6 (g122 g222 − g111 g112), (4.71)
a1 = 9 (g
2
122 + g
2
112) + 6 (g112 g222 + g111 g122). (4.72)
Les points stationnaires correspondant a` dΥ3/dθ = 0 sont les racines du
polynome:
ω3(ξ; g) = d2 ξ
2 + d1 ξ − 4 d2, si d2 6= 0, (4.73)
ou` nous avons utilise´ la variable auxiliaire ξ = θ − 1/θ, et ou` les coefficients
di sont donne´s par:
d2 = a2/6 = g122 g222 − g111 g112, (4.74)
d1 = a1/3− a3. (4.75)
Il suffit donc de calculer toutes les racines re´elles de ω3(ξ; g), et de calculer
ensuite pour chacune d’elles la solution θ correspondante graˆce a` la relation
θ2 − ξθ − 1 = 0, qui n’admet toujours qu’une seule racine dans l’intervalle
] − 1, 1]. Enfin, s’il y a plus d’une racine re´elle, on se´lectionnera celle des
solutions donnant la plus grande valeur du contraste.
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e) Maximisation de Υ4
Si r = 4, la proce´dure est similaire. On pre´fe`rera exprimer le contraste en
fonction de la variable auxiliaire ξ = θ − 1/θ de`s le de´part, de sorte que:
Υ4(ξ; g) = (ξ
2 + 4)−2
4∑
i=0
bi ξ
i. (4.76)
De meˆme, les points stationnaires de Υ4(ξ; g) sont donne´s par les racines
d’un polynome en ξ:
ω4(ξ; g) =
4∑
i=0
ci ξ
i. (4.77)
Les valeurs des coefficients bi et ci en fonction des cumulants des observations
sont donne´es dans [2]. Ces racines sont faciles a` calculer puisque le polynome
n’est que de degre´ 4. Comme pre´ce´demment, apre`s avoir calcule´ les racines ξp
de ω4(ξ; g), il suffit de les reporter dans l’expression de Υ4(ξ; g) pour avoir
celle correspondant au maximum absolu. La valeur de θ correspondante
s’obtient en calculant la racine de θ2−ξθ−1 = 0 se trouvant dans l’intervalle
]− 1, 1].
4.3 De´compositions tensorielles
Les moments et les cumulants de variables ale´atoires sont des objets ten-
soriels, comme l’a bien explique´ Mc Cullagh dans son livre [160]. Pourtant,
il est bien rare qu’ils soient conside´re´s comme tels aux ordres supe´rieurs a` 2.
Evidemment a` l’ordre 2, les outils d’alge`bre line´aire e´tant bien rode´s
depuis des anne´es, on a pris l’habitude de ranger les moments dans une
matrice de covariance. Mais il n’y a en principe aucune raison qu’on ne
fasse pas de meˆme pour les SOE, si ce n’est pre´cise´ment a` cause de l’absence
d’outils spe´cifiquement tensoriels. L’objet de cette section est d’expliquer
pourquoi ces outils ne sont pas disponibles aujourd’hui.
Il y a au mons deux raisons a` cela. La premie`re est que ces outils
sont difficiles a` mettre au point, comme il va eˆtre bientoˆt de´montre´ avec
l’exemple de la diagonalisation. La seconde est qu’il n’y a sans doute jamais
eu ve´ritablement de demande dans ce sens. Les tenseurs e´taient utilise´s es-
sentiellement en physique, et n’e´taient d’ailleurs pas syme´triques. En statis-
tiques, les moyens limite´s en puissance de calcul interdisaient l’utilisation
pratique des SOE multivariables pour des proble`mes concrets.
INTERVENTION DES SOE DANS QUELQUES PROBLE`MES 99
La situation a aujourd’hui change´, et il apparait utile de de´velopper
quelques outils supple´mentaires pour le traitement du signal de demain.
4.3.1 Diagonalisation tensorielle
Conside´rons un tableau re´el T a` d indices ik, 1 ≤ k ≤ d, variant chacun dans
{1, .., n}. On suppose que T est comple`tement syme´trique, c’est a` dire que
l’ordre des indices ne change rien a` la valeur de T ; par exemple, T123 = T231.
On dira que d est l’ordre de T et n sa dimension.
Si d = 2, T est une matrice syme´trique, et on sait qu’elle est diagonalis-
able par transformation congruente:
T = AΛA†. (4.78)
Cette de´composition n’est pas unique. Un the´ore`me e´tabli par Sylvester
nous apprend d’ailleurs que la signature (le nombre de signes + et −) de la
matrice diagonale Λ est un invariant parmi les solutions. Un de ces choix est
celui de la de´composition spectrale (i.e. en e´le´ments propres), ou` on impose
a` la matrice A d’eˆtre orthogonale.
La question que l’on se pose est de savoir si une telle de´composition peut
s’e´tendre au cas de tables a` plus de deux indices. De´crivons le proble`me
dans le cas de trois indices, pour simplifier. La diagonalisation congruente
s’e´crirait:
Tijk =
r∑
p=1
AipAjpAkpΛpp. (4.79)
Dans cette de´composition, le nombre r joue le meˆme roˆle que celui du rang
pour les matrices. Cependant, rien ne nous dit que r ≤ n, malheureusement
[24] [34].
A ce stade, plusieurs familles de proble`mes peuvent eˆtre identifie´s. Dans
la premie`re, on ne conside`re que les de´compositions pour lesquelles r = n.
Cette de´composition ne sera alors exacte que dans des cas tre`s particuliers
[35], ce qui apparaitra plus clairement apre`s les explications de la section
4.3.3. Quoiqu’il en soit, on voit de´ja` le lien e´troit existant entre de telles
diagonalisations et le proble`me de l’ACI de´crit au chapitre 4.2 si la table T
de´signe le tenseur cumulant d’ordre d des observations.
Dans les proble`mes de la seconde famille, on conside`re le cas ge´ne´rique,
c’est a` dire le cas le plus souvent rencontre´. Pour les matrices par exemple,
le cas ge´ne´rique est celui du rang plein. Pour les tenseurs, le rang ge´ne´rique
n’est pas le rang maximal possible; ceci est une premie`re particularite´ (cf.
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section 4.3.3). S’il s’agit de tenseurs d’ordre d > 2, alors la seconde famille
est tre`s diffe´rente de la premie`re.
Dans la troisie`me famille, on s’inte´resse aux cas non ge´ne´riques. On
trouve notamment le cas du rang maximal, mais aussi les cas interme´diaires
entre r = n et r ge´ne´rique. L’inte´reˆt de conside´rer ces cas interme´diaires
est d’ordre pratique: on espe`re eˆtre capable de proposer des algorithmes
pour calculer la diagonalisation congruente dans ces cas-la`, ou au moins
prouver qu’ils existent the´oriquement, ce qui n’est pas aujourd’hui possible
pour toutes les valeurs du triplet (p, n, r), loin s’en faut.
4.3.2 Polynoˆmes homoge`nes
On ne trouve pratiquement rien dans la litte´rature sur la diagonalisation de
tables a` plus de deux indices. Pourtant, il y avait au 19e`me sie`cle une grosse
activite´ de recherche sur les polynoˆmes homoge`nes, qui a malheureusement
e´te´ e´touffe´e en grande partie a` cause de Hilbert. En effet, ce dernier a tue´ un
des plus gros de´bouche´s pour ces chercheurs qu’e´tait le the´orie des invariants
[170].
On peut tre`s brie`vement expliquer pourquoi les tenseurs et les polynoˆmes
homoge`nes sont lie´s. On trouvera plus de de´tails dans [24] si ne´cessaire. Tout
tenseur syme´trique G de dimension n et d’ordre d est associe´ de fac¸on unique
a` un polynoˆme homoge`ne p de degre´ d a` n variables par la relation:
p(xi1, xi2 , .., xid) =
n∑
i1,i2,..id=1
Gi1i2..id xi1 xi2 ..xid (4.80)
Il est e´vident qu’avec cet e´clairage, la diagonalisation de G est e´quivalente
a` la de´composition de p en puissances de formes line´aires. Dans le cas des
matrices par exemple, on sait que toute matrice syme´trique est associe´e a`
une forme quadratique, et vice-versa.
C’est graˆce a` cette connexion qu’il a e´te´ possible de remonter aux travaux
de Salmon, puis de Rota et de Reznick [24]. Ce sont ces travaux qui nous
ont permis d’e´tablir ce qui va eˆtre de´crit maintenant dans la section 4.3.3.
4.3.3 Rang ge´ne´rique et nombre de solutions
A partir d’un tre`s grand nombre de relations, rassemble´es pour la plupart
par Reznick et Rota, il a e´te´ possible de dresser la table 4.3. Cette dernie`re
donne la valeur du rang ge´ne´rique r pour des valeurs quelconques du couple
(d, n). On constatera que dans la premie`re colonne, on a bien r = n, puisque
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ordre 2 3 4 5 6 7 8
dimension
2 2 2 3 3 4 4 5
3 3 4 6 7 10 12 15
4 4 5 10 14 22 30 42
5 5 8 15 26 42 66 99
6 6 10 22 42 77 132 215
7 7 12 30 66 132 246 429
8 8 15 42 99 215 429 805
Table 4.3: Rang ge´ne´rique des tenseurs en fonction de leur dimension et de
leur ordre.
cette dernie`re correspond au cas matriciel d = 2. Il est important de noter
qu’il n’y a aucune re`gle syste´matique connue pour calculer r; certaines de
ces valeurs n’ont e´te´ obtenues que re´cemment, apre`s plusieurs articles visant
a` les encadrer par des bornes.
En outre, le nombre de solutions est infini si rn > D, si on pose
D =
(
n+ d− 1
d
)
. (4.81)
La dimension de la varie´te´ des solutions est donne´e par la diffe´rence nr −
D, qui est reproduite dans le tableau 4.4. On ve´rifie bien que dans le cas
matriciel, la dimension est n(n− 1)/2. On constate aussi que pour certains
couples (n, d), il n’existe qu’un nombre fini de solutions; citons notamment
les couples (4, 3), (7, 3), ou (7, 4).
Mis a` part les cas ou` r ≤ n et d = 2, il n’a e´te´ possible pour l’instant
de diagonaliser un tenseur syme´trique que pour n = 2, ce qui pre´sente un
inte´reˆt tre`s limite´ [24]. Ceci fait l’objet de recherches en cours.
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ordre 2 3 4 5 6 7 8
dimension
2 1 0 1 0 1 0 1
3 3 2 3 0 2 0 0
4 6 0 5 0 4 0 3
5 10 5 5 4 0 0 0
6 15 4 6 0 0 0 3
7 21 0 0 0 0 6 0
8 28 0 6 0 4 0 5
Table 4.4: Dimension de l’ensemble des solutions.
Chapitre 5
Orientations et perspectives
Dans ce chapitre on de´crit les perspectives de travaux telles qu’elles peuvent
eˆtre envisage´es aujourd’hui en reprenant la partition en quatre volets pro-
pose´e aux chapitres 1 et 2. Je saurai gre´ au lecteur inte´resse´ par l’un de ces
sujets de recherche de bien vouloir m’en avertir, pour mettre en place une
coope´ration e´ventuelle, qui sera la bienvenue.
Certains des sujets de´crits ci-apre`s trouvent des applications dans le
monde industriel, notamment sonar; cependant, ces applications ne sont
pas pre´cise´es pour des raisons de confidentialite´.
Traitement d’antenne
1 Il est non seulement discutable d’imposer l’hypothe`se de stationnarite´
des sources dans les proble`mes de me´langes line´aires, au regard des
conditions expe´rimentales, mais aussi tre`s certainement superflu sur
le plan the´orique. Il est meˆme vraisemblable que la non stationnarite´
des sources permette d’atteindre, lorsque le milieu est constant, de
meilleures performances.
2 Le proble`me de la calibration automatique sans bruiteur coope´rant,
re´ve´lant des proble`mes d’observabilite´ complexes, est d’un grand
inte´reˆt ope´rationnel [148]. Il fait l’objet d’une e´tude en 1995-96.
3 Celui de la ponde´ration optimale d’antennes de ge´ome´trie quelconque
est pose´ encore aujourd’hui sous la forme d’un proble`me d’optimisation
multimodal ge´ne´ral, malgre´ ses nombreuses particularite´s.
4 L’e´valuation de bornes permettant d’acce´der aux performances ultimes
atteignables en estimation de parame`tres est e´galement difficile a` met-
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tre en œuvre lorsque le mode`le gaussien est irre´aliste. Ceci pose le
proble`me du traitement d’antenne ultime (lorsque les statistiques des
observations et des sources sont parfaitement connues), si on cherche a`
construire un traitement base´ sur les SOE, en comple´ment aux statis-
tiques d’ordre 2.
5 Le calcul de performances de certaines chaines de traitement complexes
(tre`s non line´aires) est difficile a` mener a` bien dans des conditions
re´alistes, c’est a` dire sur signaux re´els, en particulier lorsque les donne´es
sont peu nombreuses. Les techniques de re´e´chantillonnage (Bootstrap)
sont bien adapte´es a` ce calcul.
6 Nous avons vu que la de´convolution des me´langes line´aires multivari-
ables est possible avec le recours uniquement aux moments d’ordre 2,
dans certaines circonstances. En particulier, lorsque les observations
sont sure´chantillonne´es. D’un autre coˆte´ l’aspect cyclostationnaire a
e´te´ peu utilise´ pour cette cate´gorie de proble`mes, et conduit sans doute
aux meˆmes conclusions.
7 Les mode`les biline´aires occupent une place toute particulie`re parmi
les processus non line´aires. En effet, bien qu’ayant une structure plus
simple, ils permettent d’approcher tout type de processus. On peut les
utiliser notamment pour extraire un signal d’un bruit multiplicatif.
8 L’ACI peut eˆtre vue comme une de´composition d’un vecteur ale´atoire
sur une base ade´quate, dans laquelle ses composantes sont statis-
tiquement inde´pendantes. Elle est donc applicable aux signaux
ale´atoires, et conduirait a` une de´composition sur une base de fonctions
de´terministes, a` l’instar de la de´composition de Karhunen-Loeve (KL).
On peut se demander si cette nouvelle de´marche n’aurait pas bien plus
de sens physique que la simple orthogonalite´ de la de´composition de
KL.
9 La particularite´ de certains me´langes line´aires a de´ja` e´te´ mentionne´e,
et notamment ceux ne comportant que des retards purs et des amor-
tissements. Evidemment, si les retards sont multiples de la pe´riode
d’e´chantillonnage, le proble`me semble simple, mais n’a pas grand
inte´reˆt. En revanche lorsque ce n’est pas le cas, les filtres sont non
causaux et de re´ponse impulsionnelle infinie, ce qui n’est pas tre`s
plaisant.
Cependant, le fait que les re´ponses aient une forme tre`s particulie`re doit
pouvoir eˆtre pris en compte. Un proble`me inte´ressant, mais difficile a`
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poser correctement, est celui d’un seul capteur et d’une seule source,
en pre´sence de trajets multiples. C’est un des points a` aborder dans
la the`se de B. Emile.
10 Lorsque le nombre de sources est supe´rieur au nombre de capteurs,
bien peu de me´thodes sont applicables. On a vu que si le me´lange est
compose´ de retards purs, l’identification de la fonction de transfert est
the´oriquement possible, quel que soit le nombre K de capteurs et le
nombre P de sources. Elle conduit donc a` une estimation asympto-
tiquement clairvoyante (les sources ne peuvent pas eˆtre parfaitement
estime´es, mais leur vecteur directionnel peut l’eˆtre). B. Emile se penche
sur de tels me´langes dans sa the`se.
Cependant, les conditions sous lesquelles l’identification d’un me´lange
(convolutif quelconque) de P sources avec K capteurs est possible ne
sont aujourd’hui pas clairement e´tablies. Dans le cas de me´langes
instantane´s, on avance notamment la condition suffisante que P <
(3K − 2)/2. Mais aucun algorithme n’est disponible aujourd’hui, qui
soit capable de re´aliser cette identification. Ceci fait l’objet d’une
coope´ration avec l’universite´ de Leuven (KUL).
11 On sait qu’un me´lange instantane´ de 2 sources sur 2 capteurs est iden-
tifiable avec un nombre fini (et tre`s re´duit) d’ope´rations. Ne´anmoins,
ce re´sultat n’est vrai qu’en l’absence de bruit si les variables ale´atoires
sont complexes (meˆme circulaires). Il est pourtant vraisemblable que
la maximisation d’un contraste soit possible analytiquement dans ce
cas, avec le recours a` la re´solution de polynoˆmes de degre´ infe´rieur ou
e´gal a` quatre (elle l’est dans le cas de variables ale´atoires re´elles, en
pre´sence de bruit).
12 La fonction d’ambiguite´ a e´te´ de´finie aux ordres e´leve´s par Porat. On
peut se demander s’il ne serait pas possible de la de´finir tous ordres
confondus (e.g. par une divergence de Kullback).
13 La formation de voies est une mesure d’inhomoge´neite´ du champ base´e
sur les moments d’ordre 2. Rien n’empeˆche de construire un outil
mesurant les inhomoge´neite´s en se basant sur les variations de la fonc-
tion de re´partition avec la direction. On devrait gagner en pouvoir de
de´tection si les sources sont non gaussiennes.
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Statistiques d’ordre e´leve´
14 Il est important de donner une pre´fe´rence aux algorithmes de
de´convolution de me´langes line´aires qui fonctionnent en bande large.
Elles ont plus d’attrait lorsque le signal est large-bande et de faible
niveau. Une formulation dans le domaine temps est notamment
souhaitable.
Les fonctions de contrastes dans le domaine temps re´pondent a` ce
besoin. Toutefois, la de´finition des fonctions de contrastes dans le
cas des me´langes convolutifs vectoriels donne´e dans la section 4.2.5
aura sans doute besoin d’eˆtre paracheve´e. En outre, d’autres exemples
de fonctions de contraste devront eˆtre exhibe´s, et des algorithmes de
re´solution mis au point. Je termine par exemple la mise au point de la
factorisation “doublement diagonale”, normalisant a` la fois les lignes
et les colonnes d’une matrice. Par ailleurs, il serait utile de comparer
mon contraste base´ sur l’ordre 4 seulement avec la solution pre´conise´e
par Inouye.
15 La de´finition des contrastes introduite dans la section 4.2.5 fait inter-
venir un couple (H,P) d’ensembles (Filtre, Processus). On conc¸oit que
plus ces ensembles sont grands, plus le contraste conside´re´ est “puis-
sant”. Il est donc possible de dresser une sorte de hie´rarchie dans les
fonctions de contrastes.
16 Dans le chapitre 3, on a souligne´ le fait que les conditions d’existence
des multispectres n’ont jamais e´te´ clairement e´tablies. Cette lacune
fondamentale reste a` combler.
17 Le test de normalite´ de´crit en de´tail dans la section 4.1 doit eˆtre
expe´rimente´ sur un plus grand nombre de signaux-test (Monte carlo
et donne´es re´lles), et compare´ avec les tests de Giannakis-Tsatsanis
et de Moulines et al. Il est aussi possible de le comparer avec un
test de type TIU (intersection-union), revenant dans le cas pre´sent a`
pre´-de´convoluer, ce qui pourrait se faire avec l’algorithme de Shalvi-
Weinstein par exemple.
18 Un multispectre, en tant que fonction de plusieurs variables
(ne´cessairement discre´tise´es), peut eˆtre vu comme un tenseur, de meˆme
que le spectre d’ordre 2 peut eˆtre vu comme une matrice. La factori-
sation d’un multispectre revient a` la diagonalisation de ce tenseur.
Lorsque le tenseur est de rang 1, le processus conside´re´ est line´aire.
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Le lien entre factorisation multispectrale, diagonalisation tensorielle,
et tests de rang, peut avoir un inte´reˆt dont la nature n’est pas unique-
ment the´orique. La the`se de D. Rossille [182] l’a bien mis en e´vidence.
Algorithmique nume´rique Dans ce paragraphe sont inclus les proble`mes
d’alge`bre line´aire the´oriques ainsi que les aspects plus applique´s
d’algorithmique.
19 Dans le troisie`me volet, je propose la poursuite des travaux sur
l’analyse de la stabilite´ des algorithmes rapides de re´solution de
syste`mes de faible rang de de´placement. En outre, la mise au point
d’algorithmes rapides de re´solution de syste`mes structure´s singuliers
au sens des moindres carre´s reste un proble`me ouvert.
20 La caracte´risation des e´le´ments propres des matrices structure´es
(To¨plitz, produit de To¨plitz...) est un proble`me lie´ au pre´ce´dent d’une
certaine manie`re, bien que ce dernier ne ne´cessite que la caracte´risation
du noyau. L’e´tat de l’art dans ce domaine avance assez irre´gulie`rement.
21 Sur un autre plan, comme nous l’avons vu, l’ACI peut eˆtre vue comme
la diagonalisation approche´e d’un tenseur syme´trique d’ordre supe´rieur
a` deux. Nous avons pu caracte´riser l’ensemble des tenseurs syme´triques
line´airement diagonalisables. Il serait inte´ressant d’e´tendre ces
re´sultats dans un premier temps au cas complexe (avec le proble`me
de la de´finition de la syme´trie pour les ordres impairs), et dans un
second temps aux cas non ge´ne´riques.
22 La factorisation (e.g. diagonalisation par transformation congruente)
des tenseurs de rang plus grand que leur dimension de´passe le cadre
de l’ACI. La recherche d’algorithmes spe´cifiques aux tenseurs est un
domaine qui a e´te´ –curieusement– tre`s peu explore´. Une coope´ration
avec l’universite´ KUL et avec l’INRIA est en cours.
23 J’ai mis en e´vidence l’inte´reˆt que peut pre´senter l’Analyse en sous-
espaces Inde´pendants (ASI), et tout spe´cialement pour la classification.
Un sujet de recherche consiste a` concevoir un algorithme nume´rique
performant de calcul de l’ASI.
24 Un vieux sujet auquel je souhaite m’atteler depuis des anne´es est celui
de la re´vision des algorithmes nume´riques d’alge`bre line´aire lorsque les
matrices sont ale´atoires. Par exemple, la factorisation QR est utilise´e
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pour re´soudre des syste`mes line´aires, a` des fins de pre´diction en trai-
tement du signal. Mais la strate´gie de pivotage ne tient pas compte de
la variance des e´le´ments de la matrice.
Apprentissage Le quatrie`me et dernier axe concerne la the´orie et la mise
en œuvre de l’apprentissage, supervise´ ou non.
25 Les estimateurs a` noyau de probabilite´, dont les avantages ne sont
plus a` vanter, souffrent d’une limitation pratique: on ne sait toujours
pas e´valuer le parame`tre de largeur minimisant le biais ou l’erreur
quadratique. On peut se limiter au cas des noyaux a` largeur fixe, car
le passage au noyau variable a e´te´ fait correctement par Abramson.
26 Le proble`me de l’apprentissage non supervise´ peut eˆtre vu sous l’angle
de l’identification de lois me´lange. Sans vouloir adresser le proble`me
de la de´termination du nombre de modes qui est mal pose´, on peut
se pencher sur l’identification des parame`tres du mode`le en supposant
que le nombre de modes est connu. L’ajustement des moments conduit
a` la re´solution d’un syste`me polynomial.
27 L’identification d’un filtre line´aire a` partir des ses entre´es et sorties
peut sans doute eˆtre aborde´e sans mode`le parame´trique (tel que les
mode`les de Volterra). On propose la construction d’une transforma-
tion non line´aire (par exemple re´seau de neurones avec temps de re-
tard) de fac¸on incre´mentale sans re´tropropagation. Il en re´sulterait
un gain immense en temps de calcul dans l’apprentissage (comparer
par exemple a` l’apprentissage supervise´ des re´seaux stratifie´s comme
le PMC). Plus pre´cise´ment, il est reconnu que les the´ore`mes the´oriques
de repre´sentation (e.g. Sprecher) ne sont pas applicables dans la pra-
tique.
28 Comme cela a e´te´ explique´ au chapitre 2, il est des cas ou` la dimension
des vecteurs de la base de donne´es est trop grande; la notion de pe-
tite taille ou de grande dimension est ici comprise conforme´ment a` la
de´finition de [29] [65]. Ce sujet de recherche consiste en l’application
de l’algorithme d’ASI a` des bases de donne´es, de´crit au point 23, afin
d’e´valuer son inte´reˆt sur des proble`mes re´els. On peut penser a` des
applications dans le domaine de la reconnaissance de la parole par ex-
emple. D’autres applications peuvent eˆtre envisage´es lorsqu’elles de-
mandent le de´couplage de variables. Des coope´rations sont en cours
avec les universite´s INPG et KUL.
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29 Si, apre`s avoir proce´de´ aux re´ductions de dimension classiques (e.g.
PCA), et aux partitions de l’espace (i.e. ASI), la dimension reste trop
e´leve´e, on peut malgre´ tout eˆtre convaincu que l’apprentissage est pos-
sible dans des conditions raisonnables. Ceci n’est pas contradictoire,
puisque la condition sur la dimension (donne´e page 17) est une condi-
tion suffisante non ne´cessaire de garantie de performances.
Si cette intuition est bien fonde´e, alors elle signifie que les donne´es sont
cantonne´es au voisinage d’une varie´te´ non line´aire de dimension plus
faible. On peut s’en convaincre en calculant par exemple la dimension
fractale moyenne des donne´es. Le proble`me consiste ensuite a` iden-
tifier, par voie homotopique, la surface en question, et a` “projeter”
les donne´es sur un espace vectoriel de meˆme dimension. J’envisage
volontiers une coope´ration avec J. He´rault de l’INPG sur ce sujet.
30 Dans un certain nombre de situations pratiques, il peut eˆtre inte´ressant
de baˆtir un classifieur a` K classes avec des briques simples; l’inte´reˆt
peut tout simplement provenir d’une question de rentabilite´ de produc-
tion en grand nombre. Je baptise ce proble`me “classification modu-
laire”. Le premier exemple est celui ou` ces briques sont des classifieurs
binaires. Le second, de´ja` e´tudie´ en communications, est celui de la
classification a` ressources distribue´es avec contraintes de communica-
tions entre processeurs. Le troisie`me exemple, dont j’ai de´ja` parle´ page
16, est celui de la classification distribue´e avec contraintes de me´moire
totale.
La classification modulaire ne´cessite bien suˆr la mise au point
d’algorithmes, mais aussi soule`ve des questions d’ordre plus the´oriques
relevant de l’optimalite´ de l’approche (crite`re d’optimisation, bornes
ultimes sur les performances inde´pendamment de tout algorithme...).
Une coope´ration est en cours avec l’EPFL sur un des aspects de ce
proble`me.
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6.3 Annexes
Pour ne pas encombrer inutilement le document, ce sont essentiellement les
articles de revue qui sont rassemble´s dans cette annexe.
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